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Eriter Vorfrag. 


1. Vom Studium der Matfiematik. 


Daß es zum Studium der Mathematif, d. h. der 
Lehre von den Größen, einer befondern, eigenartigen Be: 
gabung bedürfe, ift eine Anficht, die ebenfo verbreitet als 
irrtümlich ift. Die Mathematik ift nämlich eine reine Ber: 
ftandesfahe und muß daher von jedem normal angelegten 
Menſchen begriffen werden fünnen, und fie wird es aud) 
jtet3 und überall da, wo es gelungen ift, für die Sache 
das Intereſſe zu erweden. Hierin ganz allein bejteht nun 
aber auch die Schwierigkeit, die der Lehrer zu überwinden 
bat: er bat nicht nur bei jeinen Schülern niemals 
darauf zu rechnen, daß fie feinem Vortrage gerne folgen 
werden im Vertrauen darauf, daß die aufgewandte Mühe 
durch die gewonnenen Einfichten reichlich vergolten werden 
wird, jondern er hat fogar in vielen Fällen mit vorgefaßten 
Meinungen und ausgefprochenen Abneigungen zu kämpfen, 
und es find gar nicht die Jchlechteiten Köpfe, denen die 
jo troden ausfehenden „Formeln“ und die fo troftlos 
nüchtern dreinblidenden geometriichen Figuren ihres Lehr— 
buches der Inbegriff aller Langweiligkeit und Pedan— 
terie ſind. 

So haben wohl die meiſten von uns, „der Not ge— 
horchend, nicht dem eignen Triebe“, die Mathematik— 
Schuſter, Mathematik. (©. K.) 1 
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2 Studium. 


Itunden in der Schule über fich ergehen laſſen und find 
herzlich froh, daß fie das nun alles fo lange hinter ſich 
haben. Freilich, im Grunde ift e3 doch ſchade, daß nicht 
mehr davon haften geblieben ift: wie gerne möchte hier 
ein Freund der Natur ein Lehrbuch der Phyſik in die 
Hand nehmen, dort ein Bemwunderer des Sternenhimmels 
ein Bud über Ajtronomie! Da müßten allerdings, ſo 
fagen fih die beiden, die Kenntniffe in der Mathematik 
etwas aufgefrifcht werden, wenn fie fih von dem Studium 
der genannten Bücher einigen Erfolg verfprechen wollen. 
„er hilft ung da und führt uns,“ fragen fie, „in rajcher 
Folge wieder alle jene Lehrſätze vor, von denen in dieſen 
Gebieten der angewandten Mathematif immer wieder Ge— 
brauch gemadt wird, in leichtverftändlider Form und 
mit Vermeidung alles Überflüfjigen und aller Weit 
ſchweifigkeit?“ 

Auch ſolchen Suchenden möchte der Verfaſſer dieſer 
Vorträge ein Führer ſein. Er wird ſich dabei bemühen, 
bei aller Gedrängtheit der Darſtellung, die der Rahmen 
dieſes Handbuches nun einmal vorſchreibt, ſich doch ſo 
auszudrücken, daß er von jedermann verſtanden werden 
muß, und daß dem Leſer weder durch eine Unklarheit noch 
durch einen Zweifel die Luſt zum Weiterleſen benommen 
werde. Nur eine Bitte möchte der Verfaſſer an den 
Leſer ſtellen: an das Büchlein nicht anders als mit der 
Feder in der Hand heranzutreten und alle mathematiſchen 
Deduftionen, d. h. die Formeln und Gleichungen, felbit 
mitzufchreiben; dieſes Niederfchreiben erleichtert die Ein- 
fiht ganz ungemein, erfpart gewöhnlich die Mühe, eine 
Abteilung zweimal lefen zu müffen, und zugleich gibt 
diefe Art des Studiums dem Studierenden eine Sicher— 
heit, die durch bloße Lektüre des Buches nie erworben 
werden kann. 
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2. Begriff der mathiematiichen Größe, Die Sleichung. 

Der Begriff der mathematischen Größe dedt ſich mit 
dem der Zahl; mit dem Ausfpruh: „Zweimal zwei 
it vier“ haben wir bereit3 dasjenige außgedrüdt, was die 
Mathematit oder die Lehre von den Größen als eine 
Gleichung bezeihnet. Wenn wir nun aber 3. B. ganz 
allgemein den Gedanken ausdrüden wollen, daß eine Zahl, 
mit einer andern vervielfacht, eine neue Zahl ergeben muß, 
jo haben wir dafür ein höchft einfaches Mittel: an Stelle 
der Zahl fegen wir zunächſt einen Buchſtaben, und fo kann 
der Gedanke, daß eine Zahl, mit einer andern vervielfacht, 
eine neue Zahl ergibt, einfach ausgedrüdt werben durd) 
die „Gleichung“: 

x bel 

In diefer ein (geiproden: a mal b glei c) 
fann nämlih an Stelle von zwei diefer Buchftaben eine 
beliebige Zahl gejegt werden, Der Wert, der durch den 
dritten Buchſtaben dargeftellt wird, iſt Hingegen nicht mehr 
willkürlich, ſondern eben durh die Gleihung von vorn- 
herein beſtimmt. Setze ich beifpielsweife für a die Zahl 2 
und für b 3, fo muß c notwendig glei) 6 fein, denn 
2 mal 3 iſt 6. Setze ich aber 3. B. a glei 5 und c 
gleich 50, fo ift nun b die Größe, deren Wert nicht 
mehr willkürlich ift, denn e3 muß ja nun die Gleichung 


beitehen: 

9.0), 
d. h. es muß b diejenige Zahl fein, die mit D verviel- 
fat 50 ergibt, und dies ift die Zahl 10, 

Um nun glei zu erfennen, welches die Größe ift, 
die geſucht wird, d. h. die aus einer Gleihung beftimmt 
werden fol, iſt man übereingelommen, diefelbe mit einem 
. der legten Buchftaben des Alphabet, alfo mit x, y oder z 
zu bezeichnen, während man die al3 befannt zu betrachtenden 

1* 
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Größen mit den erften Buchſtaben des Alphabets bezeichnet. 
So weiß man dann 3. B. fofort, daß in der Gleichung 
xta=b 
die Größen a und b als befannt angenommen werben, 
x Dagegen die geſuchte Größe if. Als gelöft ift 
unfere Aufgabe aber erjt dann zu betrachten, wenn wir 
nicht allein wiffen, wa8 x + a ift, fondern welches der 
Wert von x allein ift. Nun läßt fich aber leicht ein- 
jehen, daß man mit einer Gleichung gerade jo verfahren 
Tann wie mit einer Wage. Sit die Wage im Gleichgewicht, 
jo ftöre ich dasjelbe nur dann, wenn ih nur auf einer 
Geite ein Gewicht hinzulege oder mwegnehme, nicht aber, 
wenn ih an beiden Wagſchalen dies vornehme. So 
wird auch unfere Gleichung x + a= b nidt geftört oder 
unrihtig, wenn ich auf beiden Geiten etmas abziehe 
oder hinzufüge. Zu welchem Zwede dieje Operation aber 
überhaupt gefchieht, wird jett fofort klar werden. Da 
wir willen wollen, wie groß x allein ift, jo brauchen 
wir nur auf beiden Geiten der Gleihung die Zahl a 

abzuziehen, und wir erhalten fofort: 
xta—a=b-a, 
und da a— a immer Null fein muß, man mag fi) unter 
a eine Zahl denken, welche man will, fo bleibt nun nur 
noch, als „Löfung” der Gleichung: 
x—b — a. 

Wir können nun auch ſchon eine etwas ſchwerere 
Aufgabe löſen. Wir wollen z. B. zwei Zahlen zu be— 
ſtimmen ſuchen, welche die Eigenſchaft haben, daß ihre 
Summe gleich 14 iſt und ihre Differenz 4 beträgt. Nennen 


wir dieſe beiden unbekannten Zahlen x und y, ſo haben 


wir ſofort die beiden Gleichungen: 
x+y= 14 (1) und 
RE 


SEN, 
⸗ 
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Addieren wir nun z. B. in der letzten Gleichung die 
Größe y auf beiden Seiten, ſo erhalten wir: 


x +y 
oder, da fich auf der linfen Seite — y — y aufhebt, fo 
bleibt einfach: 
ey, 


und diefen „Wert“ von x ſetzen wir nun in die Gleichung 
(1) ein, wodurch diefelbe nur noch eine Unbefannte, 
nämlih y enthalten wird. Die Gleihung wird dadurch 
nämlich zu: | 


oder, was dasſelbe it: 
A-+ 2y = 14, 


oder, wenn wir auf beiden Seiten die Zahl 4 abziehen: 
y—=11—4= 10, 

Wenn aber ?y gleich 10 ift, fo ift y die Hälfte 
davon oder gleich 5. Um nun aud den Wert der andern 
Größe, d. h. den Wert von x, zu finden, brauchen wir 
nur in die von uns gefundene Gleihung x — 4 y die 
Zahl 5 an Stelle von y zu feßen, und wir erhalten fofort: 

59 


x = = U 
Die Probe ergibt nun: 
PHASE 
9—-5=A4, 
wodurch den gegebenen Gleichungen 
x+y=14 um 


x— y=4 Genüge geleiftet wird. 

Wir hätten auch noch auf verfchiedenen anderen Wegen 

zu demjelben Refultate kommen fönnen, beijpielsmeife, 
indem wir die linten Seiten der beiden Gleichungen 
zufammenzählen und fie der Summe der rechten Seiten 
‚gleihjegen, was ja erlaubt fein muß; — wir brauden 
und nur an die Wage zu erinnern, die im Gleichgemwichte 


6 Die Gleihung. Übungsbeifpiel. 


bleibt, wenn auf beiden Seiten Gleiches hinzugefügt wird. 
Wir erhalten dann: 
x+y+tx—y=14+44, 
oder, wenn man berüdfichtigt, daß es bei einer Addition 
auf die Reihenfolge der Summanden oder Poſten nicht 
anfommt: 
x+x+y—-y=14+402i.= 18. 

Nun ift aber x + x = 2x und y—y glei Null, 

jomit wird obige Gleichung zu 
Rn 2 
daher ift x die Hälfte, d. ti. gleih 9, wie wir bereits 
auch auf andere Weile gefunden haben. Wir brauden nun 
nur diefen Wert von x in eine der beiden gegebenen 
Gleichungen einzufegen, etwa in die: 
Re — 14, 
und fie wird dadurch in 9 + y = 14 verwandelt, Wenn 
wir nun nod auf beiden Geiten diefer Gleichung Die 
Zahl 9 abziehen, fo erhalten wir: 
y=14-9 »u=5, 

wie auch oben auf anderm Wege gefunden wurde, 


3. Ubungsbeiilpiel, 

Wir wollen hiernad einmal folgende Rechenaufgabe 
löfen. Angenommen, wir hätten irgendwo gehört und ung 
gemerkt, daß zur Zeit der Winterfonnenmwende in St. Peters: 
burg oder Chriftiania, welche beiden Städte nahezu unter 
dem gleihen Breitegrade liegen, die Naht um volle 
13 Stunden länger fei al3 der Tag. Nach diefer An- 
gabe nun wollen wir berechnen: Wann geht um die er- 
wähnte Zeit an den beiden genannten Orten die Sonne 
auf, und wann geht fie unter? Wir nennen nun die uns 
ebenfall® noch unbefannte Dauer des fürzeften Tages x 
und die Dauer der längjten Naht y. Dann ergibt fi 
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aus der einfachen Tatſache, daß ein Tag und die dazu 
gehörige Nacht ſtets zuſammen 24 Stunden ausmachen, 
die Gleichung: 

x+y=24. (1 
Aus der Tatfache, daß die längfte Naht um 13 Stunden 
länger iſt als der Fürzefte Tag, können wir aber noch eine 
zweite Öleichung bilden: es muß nämlich, wie ohne weiteres 
Har ift, fich jchreiben laſſen: 

y—-—x=13. (2) 

Wir brauchen nun nur von den beiden Gleichungen 
die linken Seiten zufammenzuzählen und fie der Summe 
der rechten Seiten gleichzufegen, um eine neue Gleichung 
zu erhalten, die Fein x mehr, jondern bloß noch y enthält. 
Wir erhalten dann nämlich die neue Gleichung: 

x+y+y—x=24-+ 13, d. h. = 37, 

Nun ergibt aber y+ y= ?y und x— x iſt unter 

allen Umftänden = 0. Wir erhalten alfo einfach 

2y = 37 oder y= 184. 
Diejer Wertvonyin die Öleihung (1) eingejegt, macht diefe zu 
x+ 181 = 24, 
und wenn man auf beiden Seiten 184 abzieht, fo erhält man: 
x + 181 — 18 = 4 — 181 = 51. 

184 — 184 ift aber gleih Null, es bleibt alfo x = 5}. 
Die Dauer der längiten Nacht beträgt alfo 154 Stunden, 
die des Fürzeiten Tages 54. Die Frage nad) der Zeit 
des Sonnen-Auf: und Unterganges iſt nun, da wir die 
Länge des Tages fennen, unſchwer zu beantworten. Der 
„Mittag, welches Wort ja nicht? anderes bejagt als 
die „Mitte des Tages", und der ſtets mit der 12. Stunde 
bezeichnet wird, muß die Tagezlänge von 54 Stunden 
halbieren, d. h. der Tag muß (die Hälfte- von 54 
_ Stunden) 23 Stunden vor 12 Uhr beginnen und 23 Stunden 
nah 12 Uhr endigen, Ziehen wir aljo 23 Stunden von 


h) 
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12 ab, fo bleibt als Zeit des Tagesanfangs, d. h. alfo 
des Sonnenaufgangs, 94 Uhr, und ala Zeit des Sonnen- 
untergangs finden wir ohne weiteres 23 Stunden nad) 
12 Uhr, d. i. alfo 2 Uhr 45 Minuten nachmittags. Hier: 
mit ift unfere Aufgabe gelöft, und wenn wir gleichzeitig 
auch die Frage nad) dem längiten Tag und der fürzeften 
Nacht, d. h. die Berhältnifje von Tag: und Nacdtlänge 
zurzeit der Sommer-Sonnenwende willen wollen, jo 
brauchen wir bloß die Bezeichnungen „Tag“ und „Nacht“ 
und fomit auch die von Sonnenaufgang und Sonnen 
untergang mit einander zu vertaufchen, um zu erfahren, 
daß in St. Petersburg im Hochjommer die Sonne bereit3 
um 2 Uhr 45 Minuten morgens auf: und erjt um 9 Uhr 
15 Minuten abends untergeht. 


4, Vereinfachte mathiematiiche Bezeichnungen, Von 
den Potenzen. 

Nicht immer treten die unbefannten, d. 5. ge— 
ſuchten, Größen (x, y) in fo einfacher Berbindung mit 
den gegebenen Größen (a, b, 24, 13) auf wie in den 
vorstehend gewählten Beifpielen. Es fei 3. B. folgende 
Aufgabe zu löfen: Man fuche diejenige Größe, — die wir 
alfo mit x bezeichnen, — welche der Bedingung genügt, 
daß, wenn man fie einerfeit3 zu einer gegebenen Größe 
— etwa zu der Zahl 6 — addiert (d. h. die Größe 6 + x 
bildet) und andererjeits von der gegebenen Zahl abzieht 
(d. 5. alfo die Größe 6 — x bildet) und diefe beiden 
Größen miteinander vervielfadht (d. h. alfo das Produft 
(6 +x) X (6 — x) bildet), eine zweite gegebene Größe 
(etwa die Zahl 20) fi ergibt. Drüden wir die ge— 
gebenen Bedingungen in Gleihungsform aus, jo hätten 
wir alfo zu jchreiben: 


(6+-x)xX (6 —x) = W. 
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Durd) die Klammern, in welche wir jeweils die Aus: 
drüde 6 4 x und 6 — x eingefchloffen haben, deuten wir 
an, daß ſowohl der Ausdrud 6 +x ad 6 — x jeder 
für jih eine Größe bildet. Würden wir nämlich dieſe 
Klammern nicht fchreiben, fondern einfach der Gleichung 
die Form geben: 

6+xxX6—x=%, 
jo müßten wir diefe Größenfolge als etwas ganz anderes 
auffafjen als das, wa3 wir auszudrüden beabfichtigen: 
Der Ausdrud 6 + x X 6 —x würde nämlid befagen, 
daß wir zu der Zahl 6 das 6fache einer Größe x addieren 
und von diefer Summe dann die Größe x abziehen follen, 
und dies ergibt natürlic) etwas ganz anderes als das 
Produft der Größen 6 + x mal 6 — x. Wir haben 
alfo bei diefer Gelegenheit den Gebraud eines wichtigen 
Nechenzeichens, der „Klammer“, kennen gelernt und fünnen 
nun auch leicht die fich uns aufdrängende Frage erledigen, 
ob und wie diefe Klammer zum Zwecke einer weiteren 
Behandlung der Gleichung 
(CH) X (6x) = 2% 
wieder entfernt oder, wie man fich ausdrüdt, „aufgelöft“ 
werben könne. Um dies zu erfahren, ſetzen wir der Ein- 
fachheit halber an Stelle von 6 — x einen einfacheren 
Ausdrud, etwa y, dann wird die obige Gleihung zu 
(6+-x2)Xxy=20, 
und es ift ung nun aus den eriten Süßen der Elementar- 
Arithmetik erinnerlid, daß die Summe zweier Zahlen mit 
einer dritten Zahl dadurch multipliziert wird, daß man 
jede der beiden Zahlen mit diefer dritten Zahl multipliziert 
und die erhaltenen Zahlen addiert. Wäre alfo, um ein 
Beifpiel zu wählen, — Wert von 
6+2)X7 
zu bilden, jo überzeugt man fich leicht, daß der Mert 
dieſes Ausdrucks nicht nur in der Form 8X 7 = 56 
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ausgedrückt ift, fondern aud inder Grm 6XT-H2 X 7 
ausgebrüdt werden fann, da die Summe der beiden Produkte 
6X T plus 2X 7 ebenfalls 56 ergibt. Wir können alfo 
hiernad) ebenfo gut an Stelle von (6 + x) X y ſchreiben: 
6Xy+txXy 

Das Zeichen X läßt man in der Algebra übrigens 
ftet3 weg und erſetzt es zwiſchen Zahlen Durch den ein- 
fahen Punkt, jo daß man alfo ftatt 6 X 7 einfad 6 - 7 
fchreibt, und wir werden una auch von nun an diefes 
Zeichens nicht mehr bedienen, jondern 6y an Stelle von 
6 X y und xy an Stelle von x X y fchreiben, jo daß mir 
uns alfo zu merken haben: 2 oder mehrere, ohne weiteres 
Beichen aneinander gereihte Buchſtaben drüden aus, daß man 
das Produkt derjelben bilden foll, d. h. daß allgemein unter 

abc 
das Prodult ax bX c zu verjtehen ift und ftatt 6 X y 
+xX y einfader 6y + xy gejchrieben werben kann. 

Menn wir nun alfo in der Gleihung 
an Stelle der Iinfen Seite den foeben gefundenen Wert 
6y + xyjeten, fo erhält die obige Gleihung die neue Form: 

6y+-xy=20, 
und wenn wir nun ftatt y wieder 6 — x feten, fo nimmt 
die obige Gleichung die neue Form an: 
6(6— x) + xl —x)= %. 

Ganz analog dem oben Gezeigten, können aud hier 
die Klammern wieder befeitigt oder aufgelöft werden, denn 
ed iſt: 6 (6 — x) ſtets gleih 6 - 6 — 6x, wovon man fi) 
leicht wieder dur ein beliebig gewähltes Zahlenbeifpiel 
überzeugen Tann, und unfere Gleichung lautet nun einfach: 

6:6— 6x +6x— x= N, 
oder, da — 6x + 6x fih zu Null aufhebt: 
3 


— xXx20, 
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oder, wenn man auf beiden Seiten xx addiert und 20 
fubtrahiert: 
36 — xx + xx — 20 = 20 + xx — 20, 
was fich wiederum vereinfachen oder zufammenziehen läßt zu 
36 — 20,2.1.16 = xx. | 

Aus diefer Gleihung ift nun aljo x zu beflimmen. 
Die zulegt gefundene Gleichung befagt nun aber nicht3 an— 
deres, als daß die gefuchte Größe x eine Zahl fein ſoll, die, 
mit fi felbft multipliziert, 16 ergibt, und das ift die 
Zahl 4, denn 4-4 = 16. Somit ift 


— 4 

In der Tat wird die Richtigkeit dieſer Löſung dadurch 
beſtätigt, daß, wenn wir nun in der gegebenen Gleichung 
an Stelle von x den für dieſe unbekannte Größe ge— 
fundenen Wert 4 ſetzen, wir als „Probe“ eine ſogenannte 
„identiſche“ Gleichung erhalten, nämlich die Gleichung: 

(6 +4): (6—4)= 20, d. h. 
10-2 = 20. 

Das Produkt, das man erhält, wenn man eine Zahl 
mit fich felbft multipliziert, heißt man nun ihre 2. Potenz. 
Durch nochmalige Multiplikation diefer Größe mit der an- 
genommenen Zahl entiteht die 3. Potenz derſelben, die 
aljo 3. B. in bezug auf die „Baſis“ oder „Grundzahl“ 
x den Wert xxx ausdrüdt. Man erfegt nun der Einfad- 
heit und Überfichtlichfeit wegen die wiederholte Schreibung 
von x durch eine neben x in die Höhe gejegte Zahl (den 
„Potenzerponenten“), welche angibt, wievielmal die 
Bafis x mit fih ſelbſt multipliziert werden fol. Wir 
ſchreiben alfo 

x? an Stelle von xx, 
x3 an Stelle von xxx, 


1234 


n 
xn an Stelle von xxxx...... x. 
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Aus der von ung entwidelten und aufgelöften Gleichung 
(6+x)- (6 — x) = % 
fönnen wir aber noch etwas Allgemeinereß lernen, wenn 
wir die fpeziellen Zahlenwerte 6 und 20 durch zwei all- 
gemeine Zahlzeichen, etwa a und b, erjegen. Es ergibt 
dann — in der Gleichung 
(a+x)-(a—x)=b 
die Auflöfung der Klammern, d. h. das Ausmultiplizieren: 
(a+x)-(a-x)=a(a—x)+x(a—x)=aa—ax+xa— xx. 

Nun ift aber ax dem Werte nad) ftet3 identisch mit 
xa, jo gut wie 6 - 7 nichts anderes ergibt als 7 - 6, und 
jomit hebt fih + xa ftet3 gegen — ax. Dadurch ver: 
einfacht fich alfo der Wert des Ausdruds (a+x)- (a—x) 
auf aa— xx, oder mit Benüsung der Schreibung von 
Potenzerponenten ift ſtets: 

(a+x):- (a —x) =a?— x? 

Setzen wir, um an einem Zahlenbeijpiel die Richtig- 
feit obiger Gleichung zu erproben, etwa a=8, x=B6, 
jo müßte nach der oben gefundenen Formel: 

(8 +6). (8 — 6) = 8? — 6? 
fein, und in der Tat ift 14. 2 = 64 — 36, 


Zweiter Vorfrag. 


5. Grundbegriffe der Planimetrie. Von den Winkeln. 


Mir mollen uns nun zunädft die Grundbegriffe 
derjenigen mathematiſchen Difziplin aneignen, die man 
„Planimetrie” nennt. Planimetrie oder ebene Geometrie 
it die Wiffenfchaft, welche fih mit denjenigen Gebilden 
befaßt, die in einer und derjelben ebenen Fläche oder 
furz „Ebene“ liegen. Um’zu verftehen, was eine ebene 
Fläche von jeder andern Fläche unterfcheidet, müſſen 
wir und zuerjt den Unterſchied zwiſchen einer geraden 
und einer frummen Linie Har machen. Die gerade 
Linie ift die fürzefte Verbindung zwifchen zwei Punkten. 
Eben ift nun eine Fläche dann, wenn fie jede Gerade, 
die man durch zwei Punkte der Fläche legt, ganz in fich 
aufnimmt, 

Zwei Gerade, die in einer und derjelben Ebene 
liegen, können nun entweder ganz mit einander zufammen= 
fallen, wobei fie fih in allen Bunften berühren: fie bilden 
dann aber wieder nur eine ©erade. Oder aber zwei 
Gerade in derfelben Ebene berühren fih in feinem 
Punkte, wie man fie auch verlängern mag: in dieſem 
Valle heißen die beiden Geraden parallel (bezeichnet 
duch || ). Sn jeder andern Lage müſſen fich die beiden 
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Geraden in einem Punkte berühren oder [hneiden. 
Hierdurch entjteht ver Winkel, unter welchem man alfo 
die Größe jener Neigung verjteht, welche die Richtungen 
zweier fich ſchneidenden Geraden miteinander bilden. Sit 
diefe Neigung für zwei Paar Gerade die gleiche, jo jagt 
man, fie ſchließen den gleihen Winfel miteinander ein. 
Legt man dann die beiden Geradenpaare fo aufeinander, 
daß ihre beiden Schnittpunfte, die man ihre Winkel: 
Iheitel nennt, aufeinanderfallen, jo müfjen nun, wenn 
eine Gerade des einen Winkels eine Gerade des andern 
dedt, aud die beiden andern Geraden miteinander zu: 
jammenfallen. Statt „die Geraden, die einen Winfel 
miteinander bilden”, jagt man auch die Schenkel des 
Winkels. Ein Winkel, deſſen Scheitel man A nennt 
und deſſen Schenfel AB und AC find, wird durd BAU 
oder CAB bezeichnet, fo daß alſo der Buchſtabe, der den 
Scheitel bezeichnet, jtet3 in der Mitte fteht. Kürzer be- 
zeichnet man einen Winkel durch einen zwifchen die beiden 
Winkelſchenkel gefegten Buchſtaben, wozu man häufig auch 
griechiſche Buchftaben verwendet. 

Denfen wir uns den einen Schenkel AB eines 
Winkels als unbeweglih, den andern AC als um den 
Scheitel A drehbar, fo wird ein beliebiger Punkt des 
Schenkels AB hierbei einen Kreisbogen BC bejchreiben. 
Set man die Drehung 
fort, bis ein Winfel CAD 
entitanden tft, der jo groß 
ift wie BAC, d. h. ſich 
mit diefem deden läßt, 
fo werden fich hierbei auch 
die Kreisbogen BC und 
DC deden und mit ihren 
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Endpunften zufammenfallen, d. 5. gleich lang fein. Sit 
alfo ein Winfel BAD doppelt jo groß wie ein Winfel 
BAG, fo ift auch der zugehörige Bogen BD doppelt fo 
groß wie der zum Winkel BAC gehörige Bogen BC. 
Ebenfo gehört zu einem dreimal fo großen Winkel ein 
dreimal fo großer Bogen ꝛc. 

Die ganze Kreislinie teilt man nun in 360 gleiche 
Teile, die man Bogengrade nennt. Den Bogengrad (0) 
teilt man nun weiter in 60 Minuten () und die Minute 
wieder in 60 Sekunden ((). Denken wir uns den be— 
weglihen Winkelſchenkel AC weiter gedreht, bis er in 
der Lage AB die Fortfegung oder Verlängerung von AB 
bildet, fo erhalten wir einen Winkel, der dem halben 
Kreisumfang entſpricht, in Graden alfo die Hälfte von 
360, d. i, 180 Grad beträgt. Diefen Winfel nennt 
man einen geftredten Winkel. Die Hälfte eines ge: 
jtredten Winkels, d. i. EAF oder BAF nennt man einen 
rechten Winkel, der alfo in Graden die Hälfte von 180 
oder 909% beträgt. Von zwei Geraden, die miteinander 
einen rechten Winkel bilden, fagt man aud, fie ftehen 
aufeinander fenfredt. Ein Winfel, der Heiner iſt ala 
ein rechter, heißt ein fpiger Winkel. Iſt ein Winkel 
größer al3 ein rechter, aber Heiner als ein gejtredter, 
jo heißt er ein ftumpfer Winkel; ift er größer als ein 
gejtredter, jo heißt er ein überſtumpfer. Betragen zmei 
Winkel zufammen zwei rechte, fo heißt einer das Sup: 
plement de3 andern. Don zwei Winkeln, die zufammen 
einen rechten bilden, ijt jeder das SKomplement des 
andern. Statt Supplementwinfel fagt man auch Neben- 
winfel. Scheitelwinkel heißen diejenigen Winkel, bei 
welchen die Schenfel des einen Winkels durch die Ver: 
längerung der Schenkel des andern gebildet werden, 
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Lehrſatz I. Sceitelminfel find einander gleich. 


In nebenftehender Figur find a und b 
Nebenwinkel, denn fie find zufammen einem 
gejtredten oder zwei rechten glei, d. 5. 
es iſt 


Fig.2. 


a+b = 2R. 
Ebenſo ift aber auch c ein Nebenwinkel 
von b, daher aus demfelben Grunde: 

c+b=2R. | 

Da man alfo dasfelbe erhält, wenn man die Größe 
c zu b rechnet, al3 wenn man a zu b rechnet, nämlich 
in beiden Fällen 2 R, jo muß notwendig aud) 
—— 

fein. Ebenſo läßt ſich nun auch zeigen, da b= d 
jein muß. 


Schneiden zwei Gerade A und B eine dritte Gerade 
unter ungleichen Winkeln, die wir mit a und b bezeichnen 
wollen, fo müſſen ſich aud A und B in irgend einem 
Punkte ihrer Verlängerung fchneiden. Ihr Schnittpunft 
rüdt aber in um jo größere Entfernung, je weniger ber 
Winkel a vom Winkel b fich unterfcheidet, und fie ſchneiden 
fih überhaupt nie, wenn Winkel a gleih Winkel b ift. 

Fig 3. Zwei Gerade, die fih in feinem 
Punkte berühren oder fchneiden, haben 
wir al3 parallel bezeichnet, und da 
man zwei Winkel, welche beide auf 
derselben Seite der ſchneidenden Linie 
liegen, auch» Gegenwinkel nennt, fo 
fann man alfo jagen, parallele Gerade 
bilden mit einer dritten, fie fchneidenden Geraden gleiche 
Gegenwinkel. Nehmen wir nun alfo A und B ala 
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parallel an und legen durch den 
Punkt S, in welchem die Gerade 
C die Gerade B fchneidet, eine 
Gerade D in beliebiger Richtung, 
fo ift ohne weiteres zu erjehen, 
daß aud der nun entitandene 
Winkel c, ein Gegenmwinfel zu c und diefem fomit gleich 
iſt; es tft alfo auch der Scheitelminfel von c,, den wir 
mit c, bezeichnen, gleih c, und fomit auch gleich c. 
Dur die drei Geraden A, C und D ift nun eine ge: 
ſchloſſene Figur entjtanden, die man ein Dreier nennt, 
weldes die drei Winfel a, b und c umschließt. 

Wie aus der Figur zu erfehen ift, bilden Die drei 
Winkel, die den gemeinfamen Scheitel S haben, d. h. 
b, c, und a, zufammen einen gejtredten Winkel oder 2 R, 
d. h. es ift: 





b4c;, Pa—2R, 
oder, da man ſtatt c, auch c ſetzen kann, fo iſt 
atb+c=?R 
Da aber a, b und c die drei Winkel eines Dret- 
ed3 find, fo haben wir als 
Lehrſatz II: Die drei Winkel eines Dreiecks bes 
tragen zufammen zwei rechte. 


6. Vom Dreieck, 


In einem Dreied können alle drei Seiten verſchiedene 
Länge haben, dann heißt es ein unregelmäßiges. Sind zwei 
Geiten einander glei, fo heißen die beiden gleich langen 
Seiten die Schenkel, die dritte die Bafis oder Grundlinie 
und das Dreieck felbit ein gleichſchenkliges. Sind alle drei 
Seiten gleich lang, fo heißt das Dreied ein gleichjeitiges. 
Zwei Seiten eines SDreieds müſſen zuſammen immer 
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größer fein als die dritte, ſonſt würden fie in der dritten 
Seite miteinander zufammenfallen und nur noch eine 
gerade Linie bilden. Kennt man von einem Dreied zwei 
Winkel, fo ift dadurch auch Schon die Größe des dritten 
befannt, denn der dritte Winkel muß die beiden andern 
zu 2 rechten ergänzen. Iſt einer der Winkel ein rechter, 
jo heißt das Dreied ein rechtwinfliges. Sind in dieſem 
alle die beiden ſpitzen Winkel a und b, fo muß alfo: 
a+b+-1iIR=2R 
fein, oder, wenn man links und rechts vom ©leichheits- 
zeichen 1 R abzieht, jo bleibt noch 
a+b=IÄIR, 

d. h. die beiden fpigen Winkel eines rechtwinfligen Drei- 
eds jind Komplementwinkel. Die Seite, die dem rechten 
Winkel gegenüberliegt, heißt die Hypotenufe, die 
beiden andern, den rechten Winkel einfchließenden die 
Katheten. 

Lehrſatz IN. Fällt man von zwei beliebigen 
Punkten (A und B) der Scenfel eines Winkels Lote, fo 
ſchneiden fich diefelben unter einem 
Winkel, welcher dem gegebenen 
Winkel glei ift. 

Bemweis, Die beiven Minfel 
bei S find ala Scheitelwinkel ein- 
ander gleich. Nennt man diefen 
Minfel ce, fo ift, weil die Winfel 
bei A und B redte find, c ſowohl 

Komplement von a als aud von 
b, d. h. es ift: 
a+tc=Rwdb+ce=R, ſomit auch 
atc=b+e, 
oder wenn man auf beiden Seiten c wegnimmt: 
a=b; 
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Lehrſatz IV. Ein Außenmwinfel eines Dreiecks ift 
gleich der Summe der beiden ihm gegenüberliegenden 
Winkel des Dreiecks. 

Beweis: Es it | 

atb+e=?2R im FE un, 
c+d=2R RE 4 
(weil c und d zufammen einen 7 2 
geftredten Winkel bilden), Es iſt — 
alſo ad: a+b+ce=c+d, und wenn man auf 
beiden Seiten den Winfel c abzieht, jo bleibt: | 
a+b=d, w;b.m. 

Lehrſatz V. Kongruent nennt man zwei Figuren, 
wenn fie ſich jo aufeinanderlegen lafjen, daß ihre Grenz— 
linien fih deden. Zwei Dreiede find Tongruent, 

1. wenn ſie übereinjtimmen in zwei Geiten und 
dem von diejen eingefchlojfenen Winkel; 

2, wenn ſie übereinftimmen in einer Seite und den 
beiden anliegenden Winkeln; 

3. wenn fie übereinftimmen in den drei Eeiten; 

A, wenn ſie übereinjtimmen in zwei Geiten und 
dem der größern Seite gegenüberliegenden Winkel. 

In jedem diefer Fälle läßt fich leicht zeigen, daß 
beim Aufeinanderlegen der Dreiede auch die übrigen 
Seiten, bezw. Winkel, fich deden müſſen. 
Für das gleichſchenklige Dreied folgt e 
hieraus fpeziell, daß, wenn man z. B. 7 / 
die Grundlinie desfelben halbiert und 
den Halbierungspunft mit der Spite © 
verbindet, zwei fongruente Dreiede ADC 
und BDC entftehen, denn als gleiche 
Schenkel find AC und BC einander | 
gleih und durch die Halbierung wird A 2 3 
AD = DB, und die Seite CD haben 
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ja die beiden Dreiede gemein. Es muß alfo auch der 
Winkel DAC = Winfel DBC fein, d. 5. in jedem gleich- 
ſchenkligen Dreied find die Winkel an der Grundlinie 
einander gleih. Cbenfo muß Winfel ACD = Winfel 
BCD fein, fomit ift jeder die Hälfte des Winkels ACB, 
d. h. die Verbindungslinie des Halbierungspunftes ber 
Grundlinie eines gleichſchenkligen Dreieds mit der Spibe 
halbiert auch den Winfel an der Spite, Endlich iſt Winkel 
ADC = BDG; da diefe beiden Winkel aber den geftredten 
Minfel ADB ausmaden, jo iſt alfo jeder die Hälfte oder 
ein rechter, fomit fteht in jedem gleichſchenkligen Dreied 
die Halbierungslinte CD jenfreht auf der Grundlinie. 
Hieraus folgen nun einfache Regeln für die Halbierung 
von gegebenen Streden und Winkeln durch Konftruftion, . 
fowie die Konftruftion einer Senkrechten von einem ge— 
gebenen Punkte nach einer gegebenen Geraden. Um z. B. 
die gegebene Strede AB zu halbieren, befchreibe man 
2 von A und B aus mit beliebigem Halb: 
Bge FR meſſer Kreisbogen und verbinde die Schnitt- 
dee punfte GC und D miteinander; dann ift 
der Schnittpunft M der geſuchte Hal- 
Ä z bierungspunkt der Strecke AB. Zugleich 
* Br a7 | nat man damit auf eine Gerade AB eine 
a ” Senfredte CM gefällt. Es find nämlid 
— durch die Konſtruktion die beiden Dreiecke 
D DAC und DBC fongruent geworden, weil 
fie in den ©eitenlängen übereinftimmen. Dadurch wird 
aber auch Winfel ADM = ®Winfel BDM, und weil AD 
— DB und DM = DM, fo ift auch Dreied ADM fon 
gruent dem Dreieck BDM und fomit AM = BM. 
Um in einem gegebenen Punkte einer gegebenen 
Geraden ein Lot zu errichten, fchneide man von dem 
gegebenen Punkte A aus auf der gegebenen Geraden gleiche 
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Stücke AB und AC ab, beſchreibe — aus B und C 
mit einem SHalbmefjer, der größer 
al3 BA iſt, SKreisbogen, die ſich 
hneiden, verbinde den Schnittpunkt 
D mit A, dann ift AD das ver 
langte Lot. 


F 
a 
EN 
x 


Um aus einem gegebenen Punkte 
auf eine gegebene Gerade ein Lot zu 7 
fällen, bejchreibe man aus dem gegebenen 
Punkte C einen Kreis, welcher die Ge- 
vade in zwei Punkten A und B ſchneidet, * 
darauf aus A und B mit gleicher Zirkelöff- 
nung Bogen, die fih in D fchneiden, und 
ziehe CD, dann iſt OD das verlangte Lot. 


Um einen gegebenen Winkel zu halbieren, trage man 
auf den Schenkeln des Winkels zwei gleihe Stüde AB 
und AO ab, jhlage aus Bund C 7,7, C 
mit gleihem Halbmefjer Bogen, 
die fih in D ſchneiden, und ver- 


binde A mit D. Dann ift AD * 
Halbierungslinie des WinkelsBAC. Ps; 
Um ein Dreied zu zeichnen, deſſen drei Seiten ge— 


gegeben find, trage man auf 
einer beliebig gezogenen Ge— 


* 
raden eine Strecke AB ab, die ı 5 „| 3 
einer der gegebenen Seifen, ENT 
etwa c, gleich ift, bejchreibe 


d 2 
aus A mit a und aus B mit 
b Kreisbogen, die fih in C 
Ihneiden, und verbinde GC mit A und B, fo ift ABC 
das verlangte Dreied. 


KoiR. 
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Um an eine Gerade in einem gegebenen Punfte 
einen Winkel von gegebener Größe abzutragen, befchreibe 
man aus dem Scheitel D de3 gegebenen Winkels und aus 

dem gegebenen Punkt A 





FL IT /2 mitgleihem Radius Bogen, 

ir wodurch auf den Schenfeln 

\ ‘ des Winkels und auf der 

5 7 Geraden die Durchſchnitts⸗ 


punkte E, F und B ent- 
ftehen. Darauf fchlage man aus B mit dem Abſtand von 
B und F einen Bogen, der den aus A befchriebenen in 
© trifft, und ziehe AC, fo ift Winfel CAB = Winfel FDE, 
denn denft man fi noch die geraden Linien BC und EF 
gezogen, jo hat man die Dreiede ABC und DEF, melde 
kongruent find, weil fie drei gleiche Seiten haben; es find 
alfo auch die Winkel, die gleichen Seiten gegenüberliegen, ein: 
ander gleich, und es ift Jjomit auch WinfelBAC = WinfelEDF. 
Um durd einen gegebenen Punkt A eine Parallele 
zu einer gegebenen Geraden BC zu ziehen, verbinde man 
Rgrg, Den Punkt A mit irgend einem 
Punkte B der gegebenen Geraden, 
trage auf diefer die Strede BC 
— AB ab, beſchreibe mit dieſer 
Strede als Radius Bogen aus A 
und C, die fih in D jchneiden, 
Alsdann ift Dreied ABC kongruent 
ACD, weil beide in allen drei Seiten übereinftimmen, 
fomit Winkel a, = a, = 3. Aus a, = a, folgt aber 
AD || BC. 


7. Vom Parallelogramm. 


Ein Viereck, in dem gegenüberliegende Seiten parallel 
find, heißt Barallelogramm, 
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In einem foldhen find wegen der Kongruenz der 
Dreiede, in welche fich dasfelbe zerlegen läßt, gegenüber: 
liegende Winkel einander gleich, denn nit nur ift Winfel 
c = Winkel c,, jondern aud 
ar Bub; daher auch HGIS. 
ar +bh=2%,+b. 

Ein Barallelogramm heißt 
Rechteck, wenn feine Winkel rechte, 
Rhombus, wenn feine Geiten 
einander gleich, und Duadrat, 
wenn feine Winkel rechte und feine Seiten einander gleich 
ind. Ein PViered, in welchem gegenüberliegende Seiten 
einander gleich find, tft, wie fich Leicht beweifen läßt, ſtets 
auch ein Parallelogramm. Ebenso leicht läßt fich zeigen, 
daß die beiden Diagonalen, d. h. die Berbindungslinien 
der Scheitelpunfte zweier einander gegenüberliegender 
Winkel, einander halbieren. Im Rechteck find beide Dia- 
gonalen einander gleich; im Rhombus ftehen fie aufeinander 
fenfreht und halbieren die Winkel desſelben; für das 
Duadrat gelten beide Säße, 





Ein Biere, in welchem ein Paar gegenüberliegen- 
der Seiten parallel ift, heißt Baralleltrapez. Die 
parallelen Seiten heißen die Grundlinien, die beiden anz 
dern die Schenkel des Paralleltrapezes. Wie fich leicht 
bemeijen läßt, ift in einem Baralleltrapez die Verbindungs— 
linie der Mitten der Schenkel den Grundlinien parallel 
und ihre Länge gleich der halben Summe der Grundlinien, 


8. Von der Ausmellung geradliniger Figuren, 


Als Maß oder Einheit der Flächenberehnung dient 
dasjenige Duadrat, deſſen Seitenlänge gleich der Einheit 


24 Slächenmaß. Inhalt des Dreiecks. 


des Längenmaßes ift. Betrachtet man ala lebteres das 
Meter, fo ift alfo ein Quadrat von 1 Meter Länge, 
welches man Quadratmeter nennt, die Flächeneinheit. 
Ebenfo gut kann man aber aud einen Bruchteil des 
Meters, etwa den hundertften oder taufendften Teil, d. t. 
das Zentimeter oder Millimeter ald Längeneinheit und 
fomit das Duadratzentimeter oder Duadratmillimeter als 
Flächeneinheit betrachten. Wieviel Dundratzentimeter und 
Duabdratmillimeter gehen demnadh auf 1 Quadratmeter? 
Hiernach läßt fih nun der Flächeninhalt eines Rechtecks 
ohne weiteres angeben: er ift Grundlinie mal Höhe. Aber 
auh der Anhalt eine? Parallelogramms ift Grundlinie 
mal Höhe, wenn man unter Höhe den ſenkrechten Ab- 
ſtand zmwifchen dem Baar Parallelen verjteht, deren Länge 
man als Örundlinie annimmt. Errichtet man nämlid in 
D die Höhe h ſenkrecht auf AD und ergänzt ADEB zu 
einem Rechteck, fo ift Dreied 
Mg. 16, ABF fongruent DCE, weil AB 
FR ZE_c = DC, AF = DE und Rinfel 
| EDC Winkel FAB. Es ift 
’ alſo gleichgültig, ob man zu ADEB 
Neger) das Dreied ABF oder das Dreied 
DCE legt. Im erfteren Falle 
erhält man aber ein Rechteck mit der Grundlinie g und 
der Höhe h, deſſen Flächeninhalt alfo g - h ift, im zweiten 
Falle entiteht das ‘Barallelogramm ADCB, defjen Inhalt 
ſomit ebenfall3 gleich g - h ift. 





Fig.12. Da ſich jedes Dreieck ABC 
C 32 leicht zu einem Parallelogramm 
UT ABDOA ergänzen läßt; da Drei- 

De Pl ed ABC fongruent und ſomit aud) 

eg * flächengleich dem Dreieck BCD ift, 


ſomit den doppelten Inhalt hat 
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wie das Dreieck, ſo iſt der Flächeninhalt eines jeden 
Dreiecks = 4g - h. Unter der Höhe eines Dreiecks 
verfteht man dabei alfo den ſenkrechten Abftand von der 
al3 Grundlinie angenommenen Seite nad) der gegenüber: 
liegenden Spitze des Dreiecks. 


9, Der kehriaß des Pythagoras. 


Lehrfag VI. Das Duadrat über der Hypotenuſe 
eines rechtwinkligen Dreieds ift flächengleich der Summe 
der Quadrate über den beiden Katheten. 


Falt man aus dem use 
Scheitel des rechten N 
MWinfels ein Lot auf 
die Hypotenuſe, So 
läßt ſich zunächſt zeigen, 
daß der Flächeninhalt 
des Rechtecks BFGH 
— dem Quadrat der 
Kathete b, und das 
Rechteck HGDC dem 
Duadrat der Kathete a 
flächengleich ift. Zieht 
man nämlich die Hilfslinien AD und BE, fo iſt das 
Dreied ACD fongruent ECB, denn AC=EC=aum 
CD=CB=e, und der Winkel, den in beiden Dreieden 
die Seiten a und c einfchließen, iſt der gleiche, nämlich 
Winkel ACB+1R. Nun hat ferner dad Dreied ACD 
gleihe Örundlinie und Höhe wie das Rechteck HGDC, 
nämlid c und CH, daber ift fein Inhalt halb jo groß 
wie der des Rechtecks; dagegen hat das Dreied ECB 
zur Grundlinie EC (= a) und die Höhe CA (= a), 
fein Inhalt ift alfo 4a-a. Aus 
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ACD = 3HGDC um 
ECB=4a-a 
folgt alfo, weil ACD = ECB: 
4HGDC = 4a - a, aljo auch: 
HGDO ae: 
Auf dieſelbe Weife läßt fih nun auch zeigen, daß 
BFGH =b-b. 
HGDC und BFGH ergeben aber zufammen da3 Duadrat 
über der Hypotenufe =c- c. Es ift alfo 
HGDC+BFGH=c-c=a-a+b-b, 
oder, da man jtatt a- a aud a?, Statt b- b aud b? 
und ftatt ce -» c aud c? fchreibt, 
6° —=ia’ En 





Dritter Vortrag. 


Mir wenden und nun wieder — an den Inhalt 
unjeres erjten Vortrages anfnüpfend — der Betradhtung 
von Beziehungen der Buchjtabengrößen unter fih zu. Da 
die Buchjtaben weiter nichts bezeichnen oder ausdrüden 
jollen als Zahlengrößen, nur in größerer Allgemeinheit, 
jo müſſen für diefelben auch die gleichen Regeln und Ge— 
fege gelten wie für die Zahlen felbjt, die man in der 
elementarjten Zahlenlehre oder Arithmetit kennen gelernt 
hat. Die Beziehungen, in welche man die Zahlen zu- 
einander ſetzen kann, lafjen fih nun befanntlih in vier 
verfhiedene Klafjen teilen — die vier Grundrechnungs— 
arten —, die wir nun alfo in ihrer Anwendung auf die 
Buchſtabenrechnung betrachten wollen, 


10, Die vier Grundredinungsarten in ihrer Anwen- 
dung auf die Buchſtabenrechnung. 


a. Die Addition. Für die Addition oder das 
Zufammenzählen ijt die Neihenfolge der Summanden oder 
Glieder gleichgültig. Bedeuter alſo a eine Zahl und b 
eine andere, jo ilt: 

a+b=b-+a. 

b. Die Subtraftion. Die durch Gubtrahieren 
oder Abziehen einer Zahl von einer andern entjtehende 
neue Zahl heißt die Differenz. Iſt alſo 
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fo ift c die Differenz von a und b; a heißt der Minuend, 
b der Subtrahend. Sit a=b, fo ift die Differenz der 
beiden Größen gleih Null, daher: 

a—a=(,. 

Sit der Subtrahend größer als der Minuend, fo 
entiteht eine negative Zahl. Diefelbe erhält zum Unter: 
fhied von der pofitiven das Vorzeihen: —. Alfo fchreibt 
man 3. B.: 

4—7=—3, 

Sit die Summe zweier oder mehrerer Zahlen von 
einer andern Zahl abzuziehen, jo fett man die ganze 
Summe in eine Klammer. Sit alfo z. B. die Summe 
b-+ c von a abzuziehen, fo hat man zu fchreiben: 


a — c). 
Ließe man nämlid die Klammer weg und fchriebe: 
a—b+e, 


jo bieße dies, man folle nur b von a abziehen, c aber 
zu a addieren. Da nun aber in dem Ausdrud a — (bc) 
die Zahl a niht nur um b, fondern um b+ ce Ein 
heiten vermindert werben fol, fo hat man, wenn man 
die Klammer weglaffen will, zu ſchreiben: a—b— c, 
v.h. e8 ift: 
a—(b+c)=a—b—.c. 

c. Die Multiplifation. Die Reihenfolge der 

Faktoren ift für das Produkt gleichgültig, d. h. es ift: 
a- a. 


Es ift ferner: 
(a+b)-c=ac-+ be, 
denn wäre z. B.c=3, fo ließe ih 3 (a + b) au 
ſchreiben: 
(.a+b)+(a+b)+(la+b) = 3a-+ 3b. 
Ebenfo ift: 
(a —b)-c=ac— be. 
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Weiter ift: | | 
(a+b)-(+d)=(a+b)-c+(a+b)-d 
=ac+be-+ad--bd. 
(a+b)- (e—dJ=ale—d)+b(e—d)=ac 
-— ad + be — bd. 
(a—b) · (e -d)J=ale—d)— b(e —d)=ac 
— ad— be + bd. 
Inbezug auf die Vorzeichen kann man alfo nad 
folgender „Zeichenregel“ verfahren: 
+ y = — a, 
+. — dr: +=-—, 


es Ras +, 
d. h. Glieder mit gleihen Vorzeichen ergeben pofi- 
tive, ©lieder mit ungleihen negative Größen. 
Ihres häufigen Vorkommens wegen zu merken find 
folgende Produfte: 
(a+b): (a+b) en LEN a 
tab+ba+b-b=a?’-+ 
Wie bereit? im erften — wurde, iſt 
ferner: 
(a—b)-(a+b) = RS) —= 38 
— ab — ba —bb=a?’ — 
Ferner ift: 
(a—b)- ee 
—ab—ba-+bb=a?— 2%ab-+b 


Und 

(a+b-(a+b)- (a+b)=(a+b)- (a®+?2ab 
+b2) = a-a-a-+-?2a?b + ab? + ba? + 2ab? 
+b- b?=a° + 3a?b + 3ab? + b3, 
Ebenfo findet fi: 

(a—b)- (a — b) · (a—b) oder (a — b)? = a? 
— 3ab? + 3ab? — b°, 
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Eine Verbindung von zwei, drei oder mehr Größen durd) 
+ und — mird Binom, Trinom oder Polynom genannt. 

d. Die FR No 

a = 2 a b 

Sit ein cr das Peobuft zweier (oder nee 
anderer Polynome, jo findet fih aus P=p- x, wenn P 
und p befannt find, x durch Divifion. Es ift dann 
x=P:p. Auf die vorstehend betrachteten vier Grund- 
rechnungsarten zurüdführen, d. h. mit Hilfe derfelben 
bewerfijtelligen, läßt fi nun auch noch eine weitere Rech— 
nungsart, nämlich die der Botenzen und Wurzeln. 

e. Botenzen und Wurzeln. Die nte Potenz 
von a tft ein Produkt von n Faktoren, deren jeder gleich 
a tft, wobei a die Bafi8 oder Grundzahl und n der 
PVotenzerponent heißt. Gejchrieben wird eine Potenz 

an, 

Um a”. an zu bilden, hat man zuerft die Zahl a m 
mal und hierauf noch n mal, im ganzen alfjo mn mal 
als Faktor anzufegen, d. h. es ift 

al. an— amdn, 

Um am: anzu finden, hat man zuerft am mal als 
Faktor anzufegen und davon foviel a wegzuheben, d. 5. 
zu ftreichen, al3 die Zahl n angibt, wobei alſo m—n 
Faktoren übrig bleiben. Es ift alfo: 

an Kar = aus 
Für m=n mir alfo: 
an: en Dh 
a1, 
Und für mi 10 md al nl ar zn 
aaa" d. 
al = az, 
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Haben zwei dratenen eine ungleihe Baſis, aber 
gleiche Erponenten wie a" und b", fo läßt ſich ſchreiben: 
een a.a..hbi-ubeb...=ab-ab-.ab., 
und da hier Der Faktor ab fo oft geſeht werden muß als 
a oder b ſelbſt, dv. i. m mal, jo ift alfo: 

Be ha = (ah, 

Ebenſo wird an: b"N = (a: b)". 

Soll die Potenz a” nochmals zur nten Potenz er- 
hoben werben, fo ift: 
(ann — an. UN EN — antmtmtmr.. — am, 
wobei wir von der Negel für die Multiplifation von Po- 
tenzen mit gleicher Baſis Gebrauch gemacht haben, 


11. Anwendung der Boritehenn BELUNENeN Regeln 
und Säße, 


Mit Zuhilfenahme der vorstehend gefundenen Regeln 
und Sätze find wir nun in den Stand geſetzt, auch 
Gleichungen zu löfen, in welchen die Unbelannten in ver— 
widelterer Form erfcheinen. Es ſei z. B. x und y aus 
folgenden beiden Gleichungen zu beftimmen: 

Gt Y’m2xy = ll) 
Be ap 2) 
Hier iſt nun analog ber gefundenen Formel (a+-b)? 
— a? + 2ab + b? 
a+’=-r"’+ıyr ty 
jomit ‚Se ſich ang (1) aud Schreiben: 
x2 + 2xy + y?— ?xy = 13, was ſich vereinfacht zu: 
x2 yP= 13 (1a). 

Addiert man zu diefer Gleihung die Öleihung (2), 
jo erhält man: 

x? + y?+x?—y?’=13+5=18, 
was fich zufammenziehen läßt in 
ar Bruder x. 9, 
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Nunift aber diejenige Zahl, die mit fich felbft vervielfacht 
9 ergibt, wie ohne weiteres klar ift, die Zahl 3, fomit ift 
Ka 


Zieht man dagegen Gleichung (2) von (1a) ab, fo 


ergibt ſich: 
ee 
oder, wenn die Klammer aufgelöft wird: 
2y?—= 8, woraus folgt, 
oder, da die Zahl, die mit fich felbjt multipliziert 4 er- 
gibt, gleih 2 ift: 
vr, 


12. Von der Quadrafwurzel, 

Hätte ich beifpielsmeife in der vorigen Aufgabe 
y?=5 ftatt y?= 4 ergeben, fo würden wir die Frage 
nah dem Werte von y nicht fo ohne weiteres haben be= 
antworten können, obgleich wir leicht die Grenzen hätten 
beitimmen können, zmwifhen melden in biefem alle der 
Wert von y liegen muß, denn da 3. B. für den Fall: 
y’=) ſich ohne weiteres y glei 3 ergibt, jo können 
wir leicht fließen, daß für y?=5, y zwiſchen 2 und 3 
liegen muß, alfo feinesfall3 eine ganze Zahl fein Tann. 

Um nun den „Wurzelwert“ oder die „Wurzel“ 
von 5, d. 5. diejenige Zahl zu finden, die mit fich felbit 
multipliziert D ergibt, könnten mir zunächſt auf dem Wege 
der Näherung mie folgt verfahren. Wir fegen den Wert 
des Bruces, um melden der Wurzelwert von D größer 
ift als 2 gleich x, dann muß alfo die Gleichung beftehen: 

(?+x)?=5 
oder, wenn wir die linfe Geite der Gleichung aus— 
multiplizieren: 
2242: x +x?=5. 
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Belanntlih wird nun ein echter Bruch, wenn man 
denselben mit einem andern echten Bruch, alfo auch mit 
fih felber, multipliziert, jtet3 Fleiner fein, als der Wert 
des gegebenen Bruches felbjt beträgt. Wäre beifpielsmeije 

ar © pe zer. 4 =) Fürxm} wäre) x? 
garnurd- 3 Ir. Wir wollen Daher zunächſt den Wert 
von x? gegen x jelbit vernachläſſigen und ſtatt der obigen 
Gleichung einfach ſchreiben: 


4--4x=)5, 
I — 
woraus ohne weitere? x = Fran + folgt, Es müßte 


alfo wenigſtens näherungsweiſe 


2-5 
fein. en wir nun 2 an Stelle von. 24, fo müßte 
alfjo241—=5 fein. Sn der Tat it hier die linke Seite 


diefer Aur näherungsweife richtigen Gleidung nur um 4; 
größer als die rechte. Geben wir nun weiter, analog 
dem Obigen, al3 noch genauern Wurzelwert der Zahl 5: 


9 


4 Y⸗ 
wo y wieder einen kleinen Bruch bedeutet, fo muß alſo 
nun die Gleichung a. 


— 
was, ee 
Bra hyty- 
ergibt, oder, wenn wir wieder y? vernadhläffigen: 
ray, woraus y* 3 9 * 3.18 = Tr 
m daß alſo ber genauere Wurzelwert von 5 ſich zu 
9 EN 1 


7 
ergibt. Seten mir nun ließuůqh als noch genauern 
Wurzelwert von 5 

+ 
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34 Wurzelbeftimmung durch Näherung. 


wo z einen noch kleinern Bruch als die vorjtehend für 
x und y gefundenen Werte bedeuten wird, fo hat man 
die Gleichung: 


161 161? 161 
— ) —6, oder 555 


nach Vernachläſſigung * * 
En 18 1 

a * 722 161 5184 161. 1a2 
Somit wäre alfo jet die Wurzel von D oder, wie dies 
mit Anwendung des jetzt in der Algebra gebräudlichen 
Zeichens „YV " — was urjprünglid „r“ (der Anfangs- 
buchſtabe von radıx, Wurzel) gefchrieben wurde — be- 
zeichnet wird: 





1 1 
5 annähernd gleich —— nn ET =, (161— 397 


51841 

= 0.399 was, ausgerechnet in Form eines Dezimal- 
bruches, 2,23607 ergibt, einen Wert, der in allen ange: 
gebenen Dezimalftellen genau richtig ift. 


Um nun eine direkte Methode zu finden, die Duadrat- 
wurzel einer gegebenen Zahl „auszuziehen”, betrachten wir 
zunächlt einmal, was aus dem Polynom, d. h. mehr- 
glievrigen Ausdrud 

(a +b+c+d+..)- a +b+-c+d-+..)D). 
au (a+b+c-+d-+..)?wird, wenn man die Klammern 
ausmultipliziert. Wir erhalten zunächſt, wenn mir jedes 
einzelne Glied des erjten Faktors mit dem ganzen 
zweiten Faktor multiplizieren: 


ala+b+c+d.)+bfa+b+c+d+..) 
+cla+b+c+d+.)+dfa+b+c+d..+t... 
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oder gleich 

a? +ab+ac+tad+..+ab+b?-+be-+bid+., 

tac+be+c’+cd+..-ad+bd-+cd+d?..., 
mobei wir die alphabetifche Aufeinanderfolge der Buch— 
ftaben bei Schreibung der Produkte eingehalten haben. 
Die einzelnen Glieder diefer Summe lafjen fih nun aber 
auch in folgender Reihenfolge gruppieren, die eine Geſetz— 
mäßigfeit erfennen läßt: 

(a+b+c+d-+t..)?= a? +?2ab + b? 
FDslaHeh) Ko? -H2d lat b-Hey-kde+ 

Es ijt hieraus leicht erfennbar, daß die folgenden 
Glieder heißen müſſen: 

2le(la+b+c+d)+e+f(a+b+c+d-te) 
++ 2g(a+b+c+dte+tf)+g? um. 

Sn diefer Formel nun liegt der Weg angedeutet, 
den wir gehen müjjen, um aus einer Zahl die Wurzel 
zu ziehen. Zerlegen wir zunächſt eine beliebige, etwa 
vierzifferige Zahl 4765 in die Beltandteile, aus welchen 
fie urſprünglich zufammengefegt ift, nämli 4000, 700, 
60 und 5 und bezeichnen diefe der Reihe nach mit a, b, 
ce und d, fo ift alfo nach obiger Formel: 
47652=40002?+2.- 4000 - 700-+7002-++2 . 4700 - 60 

+602-+2. 4760.5 +52. 
Öefegt nun, e8 wäre uns nur die Zahl 4765° gegeben, 
was, ausgerechnet, 22,705,225 ergibt, und wir hätten hier: 
zu die Wurzel 4765 zu fuchen, jo fann dies in der Weife 
gefchehen, daß wir hintereinander die Werte von a, b, c 
und d, aus denen fie zufammengefeht if, aus deren 
Duadrat 22,705,225 beftimmen. Die Zahl a haben wir 
nun fo gewählt, daß fie fo viele Stellen hat als die ganze 
Zahla+b + cd zuſammen. Wir ziehen alfo von dem 
Quadrat das Duadrat der höchſten runden Zahl ab, 
welches wir fennen, und das kann nur das Quadrat von 
3* 
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4000 fein, welches 16,000,000 ergibt. (Das Quadrat 
von 5000 würde Schon einen höheren Wert ala unfere 
Duadratzahl, nämlich 25,000,000 ergeben.) a fann alfo 
nur 4000 fein. Es verbleibt ſomit nad) Abzug derfelben 
für2ab--b?+2(a+b)c+c?+?2(a+tb+o)d+d? 
die Zahl 6,705,225. Die hödhitzifferige Zahl ift nun 2ab. 
Um b zu finden, ſehen wir nad, wie oft 2a in dieſem 
Reſt enthalten ift, und finden 
6,705,225 8000 =B, 774 
Mir nehmen aber die nächft nievere Zahl 7, weil wir ja 
von dem Reſt auh noch b?-+-R2(a+b)ce +... abzu: 
ziehen haben. Wir erhalten dann: 
6,705,225 :8000 = 700, alfo b = 700 

2ab = 5,600,000 

Reit 1,105,225. Bon diefem Reſt ift nun 

b? = 490,000 abzuziehen, 

bleibt 615,225. Diefer Reit ftellt nun 

2(a+b)ce+e?+?(a+b+o)dvor. 

Wir finden alfo c, wenn wir dur‘ 2 (a + b), 2.1.9400, 

Divibieren. 











615,225: 9400 ergibt nun ce = 60, und wir 
- haben abzuziehen 

= 3,600 

Reſt 611,625, fowie 2 (a—b) e 

— 564,000 

Neft 47,625. Dies ift nun 2a +b-+e)d 
+d?. Dividieren wir deshalb durch 2(a-+-b-+e) 
—= 2. 4760 = 9520, fo finden wir 
47,625:9520=5, fomitd=5u.2(a+b-+c+d)=47,600 
47,600 
Reit 25 und fchlieklich 
da= 25 


Reſt O 
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Berfuchen wir nun einmal, die Wurzel aus einer Zahl 
zu finden, ohne daß uns die Wurzel fchon im voraus 
befannt if. Wir wählen 3. ©. 


VASE —80-+3 


b 


98,596 = 300... 


a 
a? = 64100 
489: 160 (2a) 
2ab= 480 
9 
bee") 


vV 9/85/96 = 314 
Ze 
8/5:6 
61 
2 49/6: 62 
2496 


— u 





2(a+b)e 


90,000 are 
8096: 
2ab = 6000 
2596 
100 
2496: 
2480 
16 


b? — 





Nachdem man einige Übung er— 
langt hat, erfpart man fich auch das 
Schreiben der Nullen, und zwar durch 
Einteilung der zu radizierenden Zahl 
in je zwei Stellen (mobei man bei 
den Einern beginnt); auch läßt fi 
2ab + b? in einemmal abziehen, 
ebenfo 2(a+b)c+c? uff. Aus 


Dezimalbrühen wird die Wurzel ebenfo gezogen wie aus 
ganzen Zahlen; man beginnt dann die Einteilung vom 


Dezimallomma aus. 
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Statt „zweite Wurzel” fagt man auch häufig „Quadrat— 
wurzel“. Der Ausdrud rührt daher, daß die Beitimmung 
der Seitenlänge eines Duadrat3 (a) aus feinem gegebenen 
Flächeninhalte (a) im Ausziehen der zweiten Wurzel aus 
diefer gegebenen Zahl beſteht. 

Als weitere Übungsbeifpiele ſchlagen wir vor: bie 
Berechnung von 


V 1156, Löfung: die Zahl 34, Y 9216, Löfung: 96; 
VAT, Löfung: 4,1231; Y 79, Löfung: 8,8882; 
V94, Löfung: 9,6954; v 99, Löfung: 9,9499. 











Vierter Vortrag. 


13. Konitrukfionsaufgaben. 


Wir wollen uns nun zunächſt wieder einigen einfacheren 
planimetrifhen Broblemen zuwenden. Es fei 3. B.: 

1. Ein Quadrat zu zeichnen, das der Summe zweier 
Duadrate gleich ift, deren Seitenlängen gegeben find. An— 
leitung zur 2öfung: Dan mache Gebraud) vom pythagorätichen 
Lehrjate. Die Aufgabe fommt alfo darauf hinaus, aus den 
beiden gegebenen Katheten eines rechtwinfligen Dreieds die 
Hypotenufe zu fonftruieren. 

2. Ein Quadrat zu zeichnen, deſſen Flächeninhalt der 
Differenz zweier gegebener Quadrate gleich ift. Anleitung: 
Aus c?= a” + b? folgt 

a?=c?’—b?. 
Man betrachte daher die Quadrate mit den Seitenlängen 
ce und b als die Seitenlängen der gegebenen Quadrate, 
Die Aufgabe reduziert fih alfo darauf, in einem recht: 
winkligen Dreieck zu einer gegebenen Kathete und der ge: 
gebenen Hypotenuje Die zweite 
Kathete zu finden. Trägt man ig.19 
daher auf dem einen Schenfel | 
eines rechten Winkels die ge: 
gebene Kathete b ab und be- 
Ihreibt aus dem Endpunft A 
mit der gegebenen Strede c als. 
Halbmefjer einen Kreis, fo ift die auf dem andern Winfel- 
ſchenkel abgeſchnittene Strecke CB die gefuchte Duadratfeite a. 





40 Konftruftiongaufgaben. 


3. Ein gleichſchenkliges Dreieck zu zeichnen, das einem 

gegebenen Rechte inhaltsgleich ift. Anleitung: Man trage 

Ag. 20 die eine der gegebenen Rechtedfeiten, 

z. B. b auf der PVerlängerung von b 

|, nad) unten ab und ziehe die geftrichel- 

ten Berbindungslinien, Diefe ftellen 

zuſammen mit b-+- b = 2b das geſuchte 

⸗gleichſchenklige Dreieck vor, denn fein 
Indhalt ift: 


2b - 
ma, 


d. h. dem Anhalt des gegebenen Nechteds gleich. 


4, Ein Rechteck in ein Quadrat zu verwandeln. An⸗ 
leitung: Man mache Gebrauch von der beim pythagoräifchen 
Lehrfate gefundenen Beziehung, daß Rechteck HGDEC — dem 
Duadrat von a. Ebenfo made man Gebraud von einer 
Eigenfhaft des Kreifes, daß die 
Berbindungslinien eines Bunftes 
© des Kreisumfangd mit den 
Endpunften eines Durchmeſſers 
ein rechtwinfliges Dreieck bilden, 
deffen rechter Winkel feinen 
Scheitel in C Hat; denn man 
erhält, wenn man den Bunft C 
mit dem Kreismittelpunkt verbindet, die beiven gleich 
ſchenkligen Dreiede ACD und BCD, die alfo an der Baſis 
gleihe Winkel a,a und b,b haben. Da die Winkel des 
Dreied® ABC zufammen 2 rechte ergeben müfjen, fo 
hat man: 


a+a+b+b=?R oder a+?b=?R, alfo aud) 
a—-b=R. 





.. 








Ähnliche Dreiecke, 41 


14. Von der Ähnlichkeit. 


Sind in zwei Dreieden zwei Winkel einzeln einander 
gleich, fo muß auch der dritte Winkel, weil er die beiden 
andern zu 2R ergänzt, in beiden Dreieden gleich fein. 
Trägt man daher auf der Verlängerung der Seite.b bie 


Geite B ab und über B Fig.22 

die beiden andern Seiten 

des größern Dreiedd A , ke, NR, 
und C, jo wird wegen der N x 


Gleichheit der Winkel im 
großen und Heinen Drei- 
etAllaundC |) c. Ber: 
längert man nun nod) a und 
C, big fie ſich ſchneiden, und 
nennt die Höhen der beiden 
gegebenen Dreiede h und 
H, fo bat man nun ein 
neues Dreied mit der Grundlinie a—+ A und der Höhe 
h+.H, defjen Inhalt fomit 4 (a + A) - (H-+h) ift. 
Undererfeits Tann man das neuerhaltene Dreied als aus 
den beiden gegebenen Dreieden und einem ‘Barallelo- 
gramm mit den Seiten A und c zufammengefeßt be- 
trachten, deſſen Inhalt ſomit Lah+4AH—+ Ah iſt. Es 
iſt daher: 

I(a+A)- HEA— Fah - JAH + Ah oder, 
wenn man die Gleichung zuerſt mit 2 multipliziert und 
dann die Klammer auf der linken Seite ausmultipliziert: 


aH+ah+AH+Ah=ah-+AH-+ 2Ah. 


Zieht man nun auf beiden Seiten ah, AH und 1 Ah 
ab, fo bleibt no: 





an = Ah; 
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was fih auch jchreiben läßt, wenn man die Öleichung 
durch ah dividiert: 
H ah Ava 

Statt Duotient fagt man auch Verhältnis, jo daß 
man die gefundene Beziehung aud in den Worten aus: 
ſprechen fann: Sind in zwei Dreieden zwei Wintel einander 
gleich, jo verhalten fich je zwei gleichen Winkeln gegenüber: 
liegende (homologe) Geiten 
wie die Höhen der Dreiede. 
Solche Dreiede werben ähn- 
liche genannt. Legt man zwei 
ſolche Dreiede jo aufeinander, 
dag fie fi mit dem Scheitel 
eines gleichen Winkels und mit 
den Seiten A und a, alſo aud) 
mit B und b, deden, fo ift nun 
nad) dem eben gefundenen Sabe, der fomit auch für recht: 
winklige Dreiede gilt: 

Hh=m:n=q:p (1), alfo auch, 
wenn man dieſe —— mit ſelbſt multipliziert: 
2cch = NR HE 

Nun ilt aber = = B?’— m? und h=b’—n,, 

ſomit ift aud) 


Fig. 23. 8 





H? m? B?— m? 
h: oder 7? = Tem Aus 
B’—m?’ m 
b—n? " n® 
folgt aber, wenn man die Öleihung mit den Nennern 
der Brüche multipliziert: 
Bn?ꝰ — m?n? = m?b?— m?n? oder B?n? = m?b?, 
alfo au Bn = mb, woraus 
min = Bub 


2 


2 
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folgt. Ebenfo findet fih q:p = A:a, daher, weil nad) (1) 
men —9:p iſt, 

B:b=A:a wer ud A:B=a:h. 
Wird die dritte Seite der Dreiede mit C, refp. c bezeichnet, 
fo läßt ſich auf diefelbe Weiſe zeigen, daß auch 

A:C=a:cımdB:C=b:ec, der augA:a=C:c 
und B:b=Ci:e iſt. Da wir außerdem gefunden haben, 
daß die Orundlinien den Höhen der Dreiede proportional 
find, d. h. daß in der letzten Figur: 

Hehe 86, 
jo hat man aud, wenn man die Öleihung mit IH :ih 
multipliziert, 
#H?:4h?= 3CH:ich=Fif, 
wenn der Flächeninhalt der Dreiede mit P, refp. £ bezeich- 
net wird. Da man ftatt 4H?:4h? aud H?:h?= 02: c? 
ſetzen kann, fo hat man alfo aud die Beziehung 
Bit = C2re2, all uh—rA?:a?—= B?:p2, 

Fällt man aus dem Scheitel des rechten Winkels 
eines rechtwinkligen Dreied3 ein Lot auf die Hypotenufe, 
jo wird nad Lehrſatz III Winkel A = A’ Fig. 2%. 
und Winkel B=B’; es entjtehen alfo drei 
ähnliche Dreiede, und wenn man die, gleichen 
Winkeln gegenüberliegenden Seiten in Pro— 
portion zueinander jeßt, jo erhält man 

IFe:C—=c:.d oder auch c? — ed, 
und hieraus ergibt ſich eine einfache Kon- 
ftruftion für die Verwandlung eines Recht— 
eds in ein Quadrat. Ferner findet fich 

2D)ld+te)ia=a:dodera?=d(d+e)=d?’-+ed. 

Setzt man in diefer Gleihung ftatt ed den aus 1) 
folgenden Wert c*, fo ergibt fich wieder der pythagorätfche 


Lehrſatz: 
a2?=d?’—+c# 
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Die Gerade, welche den Winkel an der Spitze eines 
Dreieds halbiert, teilt die Grundlinie jo, daß deren Ab: 
* ſchnitte ſich zueinander verhalten 

Rg.23 wie die darüberliegenden Drei— 
2.ecksſeiten. Zieht man nämlich 

DDS || zur Halbierungslinie des 

Winkels an der Spite des Drei- 


Kann B ecks und verlängert a bis zum 

ZN i Schnittpunkt S, fo wird Winkel 

— Bi A=A und A,=A, ſomit 

/ ni ift das Dreieck DSC ein gleich- 

— ſtſchentliges und daher CS —=CD 

Emı FF nid — b. Legt man nun nod CB 

| ED, fo hat man die beiden ähnlichen Dreiede SCB 
und CEF; es verhält jih daher mın=a:b. 

Halbiert man zwei Dreiedsjeiten AB und BC und 
Ayo, verbindet die Halbierungspunfte mit 
den gegenüberliegenden Dreied3- 
fpigen, jo halbiert auch die von der 
pritten Spitze B durch den Schnitt: 
NS punkt S gelegte Gerade die dritte 

2 Seite des Dreiecks. 

Verbindet man die Halbierungspunfte D und E mit» 
einander, jo find die Dreiefe ABC und BDE ähnlich, 
denn fie haben den Winkel B gemeinfam, und ihre Seiten 
2m und 2n, bezw. m und n, ftehen in Proportion zu— 
einander, denn es ift 

— 2n=mrn. 
Es iſt alfo au DE || AC und AC:DE = ?m:m oder 
1) AC= 2DE. 

Da ferner auch die Dreiecke ASC und SED ähnlich 

find, indem fie, weil DE || AC ift, gleiche Winkel haben, fo ift 
CS:AC=SD: DE, woraus 


* 





2: Zt D Fra 
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CS=SD-AC:DE, over da nad (1) AC:DE= 2, 
(2) CS = 2SD. €3 muß alfo aud AS = 2SE (3) fein. 
Da nun aud Dreied ASF ähnlih Dreied EKS (wegen 
zwei gleicher Winfel), jo hat man ferner 
F:EK = AS:SE oder wegen (3) = 2, fomit ift 
AF='RER (4), 

anmaut teren. Do Kirn: nei 2, Tomi 
ROZS2ER. (D) 

Aus (4) und (5) folgt ie 
AF=FC, mw. zb mw. 

Da nah (2?) CS = 255, pitCD=CS+SD 

2SD+SD=3SD, fomit SD = 4CD. 

Ehenfo iſt nad) (3) 'AS—2SE und da AE=AS 
+SE=2SE+SE=3SE, SE =HAE. 

Ebenso läßt fich zeigen, daß FS = 4FB. 

Die Flächeninhalte von Bieleden, die zufammengefegt 
find aus Dreieden, die unter ſich ähnlich find, verhalten 
fih wie die Quadrate homologer Seiten. 

Es it F):f, = A®:a? 
und F,:f, = B?:b?, aber 


| auch Ara=B:b, denn 
% die Dreiede aus A, B, 
bezw. a, b und der punk— 


tierten Dritten Seite find 
unter ſich ebenfalls ähnlich. Cs ist alfoauh F,:,=A?:a?, 


jomit F, = — —fi und R, — 
Abdiert man die beiden Gleichungen, ſo iſt 
A? 
FF +R =; — F,) oder 
FR +FR A: 
Aka, 
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15. Der Kreis und die Gerade, 


Ein Kreis ift eine in einer Ebene liegende krumme 
Linie von der Befchaffenheit, daß jeder ihrer Punkte von 
einem feiten Punkte, dem Kreismittelpunfte, den gleichen 
Abſtand hat. Diefer Abſtand heißt der Halbmeſſer des Kreifes 
oder Radius, der doppelte Halbmeſſer iſt der Durchmeſſer des— 
ſelben. Eine Gerade AB, welche 
einen Kreis ſchneidet, heißt 
Sekante, die Strecke zwiſchen 
den beiden Schnittpunkten C und 
D heißt Sehne. Eine Sehne, 
welche dur den Kreismittel- 
punkt geht, wird alſo ein Durch— 
mefjer fein. Dreht man AB 
um den als fejt angenommenen 

Punkt C, bis D mit C zufammen- 
fällt, fo wird die Sefante zur „Tangente” d.h. Be- 
rührungslinie, die alfo mit dem Kreis nur einen Punkt 
gemeinjchaftlih hat. Einen Winkel, deſſen Scheitel im 
Hentrum eines Kreifes liegt, nennt man Zentriminkel; einen 
Winkel, defjen Scheitel auf dem Kreisumfang (der Peri— 
pherie) liegt und deſſen Schenkel Kreisfehnen find, Beripherie- 
winfel. Die zwei Teile, in welche jede Sehne die Kreis- 
fläche teilt, heißen Kreisabjchnitte oder Segmente; ein durch 
einen Kreisbogen und zwei Nadien begrenzter Teil heißt 
Kreisausſchnitt oder Sektor, 


Konftruftionsaufgaben: 1. Durch zwei gegebene 
Punkte einen Kreis von gegebenem Radius r zu legen. 
(Die zwei Punkte müfjen, wie leicht einzufehen, mit dem 
Kreismittelpunft ein gleichichenfliges Dreied bilden, dejjen 
Schenkel = r iſt. Die Konftruftion ergibt ſich hiernach 
von jelbit.) 2. Durch drei gegebene Punkte oder um 
ein Dreieck einen Kreis zu legen. (Anleitung: Verbindet 


74.28 
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man den erſten Punkt mit dem zweiten durch eine Gerade 
und ebenfo den zweiten Punkt mit dem dritten und er- 
richtet auf den Mittelpunften diefer Streden Senkrechte, 
jo bildet der Schnittpunkt der beiden Senfrechten den 
Mittelpunkt des gejuchten Kreifes.) Anmerkung: Da die 
Größe des Kreishalbmeſſers fich bei diefer Konftruftion 
von jelbit ergibt, fann man durch drei gegebene Punkte 
im allgemeinen feinen Kreis von gegebenem Nabius 
zeichnen. Auch wird der Kreis im allgemeinen nicht auch 
noch durch einen weiter gegebenen vierten Punkt gehen 
fönnen. Liegen die drei Punkte in einer Geraden, fo 
läßt ji durch Ddiefelben überhaupt Fein Kreis legen. 
Warum? 3. In ein Dreied einen Kreis zu befchreiben. 
(Anleitung: Man halbiere zwei Winkel des Dreiecks; der 
Schnittpunft der beiden Halbierungslinien ift dann der 
Mittelpunit des gejuchten Kreifes, und die Lote aus diefem 
Bunfte nach den drei Seiten des Dreiecks find einander gleich. 
(Warum?) Sie ftellen den Halbmeijer des Kreifes dar. Die 
vom gefundenen Kreismittelpunft nach der Spitze des dritten 
Winkels gezogene Gerade halbiert auch dieſen. Warum? 

Lehrſatz VII. Bu gleichen Bogen desfelben Kreiſes 
gehören gleihe Sehnen. (Da zu gleihen Bogen au 
gleihe Minfel gehören, jo ergibt fi) die Gleichheit der 
Sehnen aus der Kongruenz der Dreiede.) 

Lehrſatz VII. Errichtet man in einem Beripherie- 
punkt eine Senkrechte auf den durch diefen Punkt gehen- 
den Radius, jo ijt diefe Senkrechte eine Tangente. 

Beweis. Jeder beliebige auf der Zrg22 
Senkrechten AD angenommene Punkt B y 
ergibt, mit dem Kreismittelpunft C ver- — 
bunden, die Hypotenuſe eines rechtwink— el % 
ligen Dreieds, und da eine Hypotenuſe \ / 
ftet3 größer fein muß als die Katheten, Su 
da fie dem größten Winkel des Dreiecks 
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gegenüberliegt, jo muß auch CB ſtets größer fein als der 
Radius OA; es kann alfo B nie in der Entfernung des 
Radius, d. 5. auf dem Kreisumfang, liegen; die Gerade 
DB hat aljo mit dem Kreiß nur den einen Punkt A 
gemein, ſie iſt alfo eine Tangente, 


Lehrſatz IX. Jeder Peripheriewinfel ift halb fo 
groß wie der mit ihm auf gleihem Bogen ftehende 
Bentriminfel, 






? Beweis. Die beiden Drei- 
A ede ACO und BCO find gleich— 
N ichenflige, denn fie haben beide 
\2 den Kreishalbmefjer zu Schen- 
feln, mithin find jeweils Die 
Winkel an den Grundlinien ein- 
ander gleich. Ferner find die 
Winkel ce und d als Außen: 
winfel den beiden Innern, ihnen 
venslberfiegeneen Winkeln gleid, d. h. es 2 
c=-atı=s ad nd 
Addiert man die beiden Gleichungen, jo N man 
c+-d=24+2b=2(a-+b) over aud 
I(c+-d)J=a+b, w. z. b. w. 

Zuſatz: Da es für den obigen Beweis ganz gleich— 
gültig iſt, ob wir die Sehnen S und s nad) dem Peripherie— 
punft C oder nad) einem andern Peripheriepunft D oder 
E ziehen, fo müffen die dadurd gebildeten neuen Peri— 
pheriewinfel auch alle gleih dem halben Zentriminfel, 
alfo auch unter fi einander gleich fein, was man durch 
den Sat ausdrüdt: „Peripheriewinfel, die auf gleichen 
Bogen ftehen, find einander glei.” 
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Lehrſatz X. In einem Kreispiered Ag 57 
ergänzen ich) zwei einander gegenüber: 
liegende Winkel zu zwei Rechten, 

Beweis: Nach dem Borigen ift Winkel 
A=14CMD und B=4(4R—CMD) 
= 2R— 4CMD. Addiert man daher 
die Werte für A und B, fo erhält man 
A+B=2R. 


Lehrſatz XI. Wenn ſich zwei Kreisfehnen innerhalb 
des Kreifes fchneiden, jo it das Produft aus den Ab- 
ſchnitten der einen gleich dem aus den Abfchnitten ver 
andern. | 

Beweis. Nah dem Zu: fz32. 
fat des Lehrſatzes XI iſt 

W.ABD=-W.ACD=a, 
W.BAC=-WBDC=b, 
W.DAC=-W.DEC=ec u. 
W.ACB=ADB=d. 

Da außerdem von den 
Winkeln um den Punkt F 
je zwei, als Scheitelminfel, 
einander gleich find, fo iſt 
Dreied ADF ähnlich BCF, und ABF ähnlich DCF. Es 
verhält ſich aljo 








— RR —/DR RG, 
und hieraus folgt, daß 
AR. EG — DE. EB, 
Zufag: Schneiden fih die Sehnen erft in ihren 
DVerlängerungen, jo find die Produkte aus jeder ganzen 
Sekante und ihrem außerhalb des Kreijes liegenden Teile 


einander gleich. ; 
Shufter, Mathematif. (©. 8.) 4 
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Beweis. Da nach vorigem: 
A+C=-2RwmB+D= 2R, 
ferner 
C+F=2RwbB-+E=2R 
(als Nebenwinfel), fo ift alfo aud) 
A+C=C-+FoearA=Fum 
B+D=B-+Es»eD=E, 
Die beiven Dreiede mit den 
Winkeln AD, G und F,E, 6 
find alfo ähnlich, fomit verhält 
föb:c=(c+d):(a+b), 
und hieraus folgt b(a + b)=c(ce+d). Wird a oder 
d= 0, fo wird die eine oder die andere Sekante zur 
Tangente, fomit in leßterem Falleb(a+b)=c- c= c” 


Lehrſatz XI. In einem Kreisviered ift das Pro— 
dukt der Diagonalen gleich der Summe der Produkte 
einander gegenüberliegender Bieredjeiten. Beweis: Trägt 
man an der Bieredjeite AD den Winkel b ab (Fig. 
32), wodurch der Schnittpunft E entfteht, fo wird das 
Dreied ADE ähnlid dem Dreied DBC, weil beide Drei: 
ede die Winkel b und c gemein haben (denn es ijt 
auch Winfel AED als Außenwinfel des Dreieds EDC 
gleich a+d— b-b=a-d) Es verhält ſich alfo: 
AE:AD=BC:DB, und hieraus iſt AE=BC - AD:DB(1). 
Ebenfo ift das Dreied DECO ähnlih dem Dreied ABD. 
Hier ift nämlich Winkel CED als Außenminfel des Dreiecks 
AED glei b-+c, und Vinfel CDE=b+d—b=d, 
jo daß alfo die beiden Dreiede die Winfel aa b+c 
und d miteinander gemein haben, und hieraus folgt 
die Beziehung: 

EC:DC = AB: DB, oder es ift: 
EC AB% D6=DB Wh 
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Durch Addition der Gleichung (1) und (2) ergibt 

ſich nun 
AE-EOGOd. i. AO— (BO AD-+-AB- DC): DB oder 
AC-DB=BC- AD-+AB- DC. 

Wird das Viered zu einem Nechted, jo wird AB=DC, 
AD=BC und AC=DB, fomit ergibt ſich hieraus wieder 
der pythagoräiſche Satz: 

DB? = BC? -DC.. 


Fünfter Vortrag. 





Wir haben bereitS in unjerm dritten Bortrage 
Gleihungen wiex?=9, y?=5 fennen gelernt, die man 
in bezug auf x und y auch wohl rein quadratifche nennt. 
Die Werte vonx und y ergeben ſich aus diefen Gleichungen 
ohne weiteres durch das Ausziehen der Duadratwurzel 
aus den Zahlen 9, bezw. 5. Nicht jo einfach liegt da— 
gegen die Sade, wenn eine Gleichung außer der zweiten 
Potenz der Unbelannten diefe auch in der eriten Potenz 
enthält. Der Löfung folder Gleihungen wollen wir una 
nun zunächſt zuwenden. 


16. Quadratiiche Gleichungen. 


Duadratifhe Gleichungen oder Gleihungen vom 
2. Grade nennt man folde, in welden die Unbefannte 
außer in der erjten Potenz auch in der zweiten vorfommt, 
die alfo die allgemeine oder typiiche Form zeigt: 

x og ae rb- 0er 
beziehungsmeife die ſich durch einfahe Umformungen auf 
dieje Form bringen läßt; denn hieße Die gegebene Gleichung, 
aus welcher x beitimmt werden joll: 

Ax?’+Bx=(, 
jo braudten wir nur die Öleihung durch A zu Dividieren 
und C auf die linfe Seite zu bringen, um 
B 6 
> TIER an ee 
x?+ ai ar 0 
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zu erhalten, eine Gleihung, die mit Gleichung (1) identiſch 
it, wenn mir nz: und — Nez b ſetzen. 


Um nun die Unbefannte x aus Oleihung (1) zu 
beftimmen oder, wie man fagt, die Gleihung nad x auf: 
zulöfen, brauchen wir nur zu bedenken, daß Die zweite 
Potenz oder das „Quadrat“ des Binoms x -+ ta, d. h. 


2 
it. Wenn wir aljo in Seigung (1) auf beiden Seiten 
der Gleichung die Größe — addieren und bdurch Sub— 


traktion auf die rechte Seite der Gleihung bringen, fo 
nimmt diefe die Form an: 


ara 
‚2 re, Mel 
x? +ax- 7 b 
2 
oder, da nad) obigem x? Pax- T jeinem Werte nach nichts 


anderes iſt als (x+3)® jo erhält man: 


2 
(+3) - 0. 
Re i 
Da alfo das Quadratvonx + a — b ift, fo iſt 


— 7 gleich der Quadratwurzel aus 7; — b, d. h. 


x+5 — 


54 Die quadratifche Gleichung. 


Geben wir nun diefen Wurzelwert gleih ec, jo tritt 
uns bier zum erjtenmal die Eigentümlichleit entgegen, daß 
wir nicht nur durch Duadrieren der Größe c, fondern au 
durh Duadrieren der Größe — c den pofitiven Wert c? 
erhalten, denn e3 iſt nach früheren ſowohl —-c- +c 
als au —c- —c=c’ Wir dürfen daher der Größe c, 


! ae 
d. h. alfo der Größe — 
auch das negative Vorzeichen geben, was man in der Form 


zu ſchreiben pflegt: 


2 
N |, 


woraus nun, wenn man auf beiden Seiten der Gleichung 


b ſowohl das pofitive als 





ee 

5 abzieht, ir 
a a 

x=— +) 7-b 


folgt. Ze nahdem man nun das obere oder das untere 
Vorzeichen nimmt, erhält man für x einen andern Wert, 
jo daß man als Löfung der obigen quadratifchen Oleihung 
gewöhnlich jchreibt: 


* 
aA a 
en: 

ir 


2 
a Ara 
ne — 


Um die gefundene Löſung an einem Zahlenbeiſpiel zu 
erproben, ſetzen wir beiſpielsweiſe a=5 und b , ſo 
wird die zu löſende Gleichung zu: 


x4 5x54*0, 
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und als Werte von x ergeben jih nach ven beiden 
Öleihungen (2): 
re eve te 
Veen 82 
Sn der Tat Behr ſowohl der Wert — t als aud) 
der Wert — 2 der gegebenen Öleihung, denn es it ſowohl: 
Baron = 7 3-0, 
als auch 
(—3)?+5- —3+302.1.9 — 1 2 — ——=(, 
Wir fehen alfo auch bier an einem Bahlenbeitbiel, 
daß zwei in ihrem Werte ganz verfchtevdene Größen mie 
— 4 und — 3 ein und derfelben Gleichung ©enüge leiften. 
Mir werden nun fhon im folgenden PBaragraphen 
von unferer Kenntnis der Auflöfung einer quadratifchen 


Gleichung eine praftiihe Anwendung auf die Blanimetrie 
zu machen in der Lage fein. 


17. Von den regelmäßigen Vielecken. 


Unter einem regelmäßigen Vieleck verjteht man ein 
ſolches, welches gleiche Seiten und gleihe Winkel hat. Um 
jedes und in jedes regelmäßige Viele läßt ſich ein Kreis 
bejchreiben und die von den Eden nach dem Kreismittel— 
punkt gezogenen Geraden fchließen gleiche Winkel ein. 

Konfjtruftionsaufgaben. 1. Ein regelmäßiges 
Sechseck zu zeichnen. Warum ift die Sechsedjeite gleich 
dem Halbmefjer des um dasfelbe befchriebenen Kreifes? 

2, In einen Kreis ein regelmäßiges Dreied und ein 
Duadrat einzuzeichnen, 

3. Ein regelmäßiges Zehned, Fünfeck und Fünfzehned 
zu zeichnen. 
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Anleitung: Sit AB = s die geſuchte 
Behnedjeite, a der zugehörige Bentri- 
winfel und AC=BC=r der Radius 
7 des um das Zehneck befchriebenen Kreifes, 
fo muß für diefes Viele 10a = 360° 

Re oder da — 180° fein. Die beiden Winfel 
jaN an der Grundlinie des gleichichenkligen 
2 Dreieds find einander gleich. Bezeichnet 
man diefelben mit x, fo tft alfo: 

2xta=2R 
oder, da wir bereit3 da — 180° — 2B gefunden haben: 
2x +a=Dd5a oder 2x = 4a; fomit ift 
x Bern. 

Halbieren wir nun den Winkel ABC=x= 2a 
dur die Gerade BD, fo ift das Dreied ADB gleich: 
fchenflig, weil feine beiden Winfel an der Baſis AD 
einander gleich find, denn es iſt Winkel ADB als Außen 
winfel des Dreieds BCD ebenfalls gleih 2a. Hieraus 
folgt aber auch, daß DB als Schenkel des Dreieds ADB 
—=AB=s tft, und fomit muß in dem gleichfchenkligen 
Dreiet BCD aud DU = s fein. Es ift alfo 

AD=-AC-DCE=r—s, 
und da die Dreiede ABC und ADB ähnlich find, meil 
fie gleihe Winkel haben, jo verhält ſich: 

AB:BC=AD:AB, d.}$. 

s:r=(r—s):s, woraus =r(t—s)=r? —ıs 

folgt, oder es ift: 

8? -ı1s=r?,. ah 

Nun tft aber auch ganz allgemein: 
s?+1s = (s-+ 3r)?— 1r?, (2) 

was man dur Ausmultiplizieren der Klammer fofort bes 
ftätigt finden wird. Setzt man nun die beiden Werte von s®+rs 
aus Gleihung (1) und (2) einander a fo erhält man: 


(s+ 41)? — (in)? = 1° oder (s+ In)? = 1? (dr). 
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Konftruiert man nun über dem gegebenen Halbmefjer r 
und deſſen Hälfte, d. h. Ir, als Katheten ein rechtwinfliges 
Dreied, jo ijt die Hypotenufe desfelben der Größe s+ Ir 
gleich, von welcher aljo nad) Abzug von > die geſuchte 
Zehneckſeite s verbleibt. Ganz diefelbe 
Konitruktion der Zehnedfeite ergibt ſich 
auch aus Lehrjat XI. Trägt man näm— 
lih auf dem Endpunft von r die Strede 
ir als %ot auf und befchreibt vom End— 
punfte des Lotes mit 4r einen Kreis, 
jo it nah Lehrſatz XI: s(s+4r+ Ir) = r? over 

s(s+r)=1t?, 
welde Gleichung mit Gleichung (1) übereinftinmt. 

Die algebraifhe Löfung der Gleichung (1) als einer 
in bezug auf s quadratiihen Gleichung ergibt, nad) der 
im vorigen S angegebenen Methode behandelt: 


‚= uı+VYr+(h)=—4r+ YVir=— Ir+41rV5. 
Trägt man die Zehnedfeite im Kreife ab, den man 
mit dem Radius r befchrieben hat, und überfpringt jeden 
zweiten Teilpunft, während man die übrigen miteinander 
Ag. 56 verbindet, fo erhält man das regel- 
E mäßige Fünfeck. Um die Fünfzehned- 
jeite zu finden, trage man von einem 
Veripheriepuntt A fowohl die Sechseck— 
jeite AC als auch die Zehnedfeite AB 
ab; alsdann iſt die Sehne BC die ge— 
4 judte Fünfzehnedjeite, denn der zuge: 
hörige Zentriwinkel a ift gleich 


360 3600 r 2 en arten Y { 
Frege sn) 00T 











® 


Secifer Vortrag. 





18. Von den trigonometriichen Funktionen. 


Menn man von beliebigen Punkten eines Minfel- 
ſchenkels auf den andern Winkelſchenkel Senkrechte fällt, 
jo entjtehen ſtets ähnliche Dreiede, und 


Ve 


Di 


ERTL. F “ immer 
H bar A 
A. = B oder h == B 
7 Da ale 3. B. das Verhältnis der 
* | einem Winkel gegenüberliegenden Kathete 
Zr zur Hypotenufe für einen und denjelben 
—__  Rintel ſtets da3 gleiche bleibt, man mag 
das Lot von einem Punkte P oder von 
einem Punkte P‘ aus fällen, fo ift man übereingefommen, 
diefen DVerhältnifien der Katheten zur Hypotenufe und der 
Katheten unter fih, den „trigonometriſchen Funktionen”, 
beitimmte Namen zu geben, und zwar nennt man da3 
Berhältnis von gegenüberliegender Kathete zur Hypotenufe 
den Sinus eines Winkels und fchreibt Dies kurz: 





sin u = 7. 


b 
Das Berhältnis der dem Winkel anliegenden Kathete 
sur Hypotenufe nennt man dagegen den Cofinus und 
jchreibt dies: 


a 
COS = — 


b 
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Zwifhen diefen beiden Hahlengrößen, dem Sinus 
und dem Coſinus, findet nun eine fehr einfadhe Beziehung 


Statt, Werden nämlich die beiden Oleihungen sino = — 


b 
und cos« Zu. jede für fi ins Quadrat erhoben und 
dann addiert, fo Be man: 

2 
(sina@)? + (cosa)? = — oder auf einen Bruch— 


ſtrich vereinigt: 

h-+a?2?2 

ERSTE 

Nun ift aber nah dem pythagoräiichen Sate: h?-+ a? 
—= b?, Wenn wir alfo b? an Stelle * h? — a? ſetzen, 


ſo wird der Wert des Bruches glei >; ober gleich 1; es 
iſt ſomit ſtets: 


(sin)? — (cos ah 1, was gewöhnlich fürzer: 
sin®« 4 cos’« = 1 
geſchrieben wird. 


Mit Sinus und GCofinus ift aber die Reihe der 
zwiſchen den Seiten eines rechtwinkligen Dreieds möglichen 
Berhältniffe nicht erſchöpft. So führt z.B. das Ver— 
hältnis der gegenüberliegenden Kathete zur anliegenden 
den Namen Tangens und das der anliegenden zur gegenüber: 
liegenden den Namen Cotangens des betreffenden Winfels, 
was abgekürzt tg und cotg gejchrieben wird. Unferer 
Definition zufolge iſt alfo jebt: h 





(sin«)? + (cose)? = 


h a 
t0.0 = * und cotgo — 
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woraus ohne weiteres die Beziehung: 


iga - cotga — — 1 oder 
} 1 
— — 
cotg — 


hervorgeht. Aber auch zwiſchen tg und cotg einerſeits 
und sin und cos anderſeits finden ſehr einfache Be— 
siehungen ſtatt. Dividiert man nämlich die Gleichung 

sina = i dur die Gleichung cosa = en 
jo erhält man: 


h — 
ſind: cos In oder, was das Gleiche ift: = a 


Nun ift aber unferer Definition entfprechenb X nigts ans 
deres als der Tangens des Winkels «. Es ift alfo ſtets 
sin« 
— 1 
Ed 
und ebenfo leicht findet ſich: 
BOSE ER TE, 
en me roten u 
Erhebt man Gleihung (1) ins Duadrat und addiert 
auf beiden Seiten 1, fo erhält man: 


sın?«a } r 
+1=1-+tg’a, mas fih auch fchreiben läßt: 


cos?u 
RE 2 
sin?« 4 cos 2« 
er —-1-+1tg?o. 
2 
COS”& 


Da aber nad der zu Anfang diefes S gefundenen Be- 
ziehung sin?« — cos?« ſtets gleich 1 ift, fo bat man 
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zwiſchen dem cos eines Winkels und feinem tangens die 
einfache Relation: 


1 
— 1 + tg?uo oder cosa = —————— ...(3 
cos?u ie 1+tg?o 2 


Ebenso fünnen wir den sin dur den tg ausdrüden, 
indem wir die. foeben gefundene Gleichung (3) mit 
Gleichung (1) multiplizieren. Wir erhalten dadurch 

&1 T E 

c0Os& ar ? d. b. sine == VEN Er (4) 

cos« 1 + tg°’a 








19. Verhältnis der Winkelgröße zur Größe der 
frigonomefriichen Funktion. 


Um fih eine Vorftellung davon machen zu können, 
wie mit zunehmender Größe des Winfels auch feine 
trigonometrifchen Funktionen zus oder abnehmen, iſt es 
vorteilhaft, ſih aus Draht und Pappe ein Modell zu 
konſtruieren. Auf der Pappſcheibe oder dem Drahtring, 
durch welche der Kreis in der 7738. 

Figur dargeſtellt wird, ilt die 
Stange ce im Mittelpunkt Ü 
drehbar befeitigt, während an 
ihrem andern Ende B eime ll... 
zweite kleine Stange, um 
den Punkt B drehbar, ftets 
ſenkrecht herabhängt. Wie er- 
fihtlih, ftellen Die beiden 
Stangen mit der Linie CD 

zufammen ein rechtwinfliges Dreied vor, in welchem 
man die ſpitzen Winkel dur Drehung der Stange c 
beliebig vergrößern oder verkleinern kann. Hierbei er- 
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ſieht man 3. B. fofort, daß eine Vergrößerung des 
Winkels a zur Folge hat, daß die Kathete a größer, die 
Kathete b Kleiner wird bei gleihbleibender Hypotenuſe c. 
Da nun der sin des Winfeld « = a:«c ift, fo bedeutet 
das Größerwerden von « aud ein Größerwerden des 
Tunftionsmertes sin als eines Bruches, deſſen Zähler 
bei gleichbleibendem Werte des Nenners wählt, während 


bei zunehmenden « der Wert des Bruches = d.h. der cos« 
mehr und mehr abnimmt. Für sin O9 iſt 3. B. azu Nullge- 
worden, alfo auch der sin, weil er = tft, wogegen für den 
cos 0° p mit ce zufammenfällt, d.h. b=c, fomit cos 
00 = -, d. i. — 1 wird. Ebenfo findet fich leicht, daß 


der sin 909 gleich 1 ift, während der cos dieſes Winkel 
zu Null wird. 

Für a = 45° ftellt unſer rechtwinkliges Dreied ein 
gleihfchenkfligerehtwinkliges dar, in welchem a=b ge: 


worden tft, deſſen tg = = alfo = 1 wird. Füra« = 609 
würde CDB ein gleichfeitiges Dreied werben, deffen Höhe a 
Rg30 B die Grundlinie (c) halbiert; fomit ift 
Me = ic und daher cos 60° = b: c 
=4c:c=4 w sin 60° — 





20. Sinusiag und Eolinusiaß. 
Um zu unterfuchen, welche Beziehungen fid für ein 
nichtrechtwinkliges Dreied zwifchen den Seitenlängen und 


Sinusſatz und Coſinusſatz. 63 


den Winkeln ergeben, brauchen wir nur als Hilfslinie die 
Höhe h zu ziehen. Sind dann a, b und c die drei 


Seiten des Dreied3, «, ß und y die Ftg.40. 

diefen Seitengegenüberliegenden Winkel, 

fo it \ 
has «har h FR { 
sına = 5 und sin 4 23} Eh 


und wenn wir die erite Gleihung Durch n 


die zweite dividieren, jo erhalten wir, weil fih h im 
Zähler und Nenner der Brühe heben läßt: 
sina:sin® =a:b (Ginusfab), 

d. h.: In jedem beliebigen Dreied verhalten ſich die sinus 
sweier Winfel wie die ihnen gegenüberliegenden Seiten, 

Es iſt ferner nad) der Figur: 

cosa—=x:b, und hieraus x=b - cos«, 

Ferner iſt nad) dem pythagoräifhen Lehrfag: 

a2=h’+(c— x). 
Statt h? fönnen wir aber aud) b? — x? fegen, fo daß 
wir aljo erhalten: 
a2=b?’—x’+c?— 2x -x° 

oder, wenn wir b - cosa an Stelle von x feben, 

a? — b? + c?— ?be - cosa (Cofinusfag). 

Zufa 1. Trägt man auf der Verlängerung von c 
nach) rechts noch einmal die Strede c ab, fo erhält man ein 
Dreied mit dem jtumpfen #4 
Winkel 180% — a und den 
Seiten b, e und d. Nach 
dem Sinusfage iſt nun: 

d sin/⸗ 


a sinf 
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Multipliziert man diefe beiden Gleichungen miteinander, 


fo folgt: 
d end \ ds, 
re re — E si — — 5 ar #00» 1 + 
—— oder sin « z in/ 1 


Hätten wir auch aus dem Dreief mit den Seiten b, c 
und d ohne Rückſicht darauf, daß 180? — u ein ftumpfer 
Winkel ift, nad) dem Sinusfage die Gleichung 

d:b= sin (180% — u): sin f‘ 


gebildet, jo hätte jih hieraus sin (180% — «) = < sin ß' 


ergeben; ſomit iſt wegen ©leihung (1): 
sin (180° — «) = sin o. 
Zuſatz 2. Nach der Figur ift ferner: 
d=h?’+(e+x)’=b?— x?+c0°?+2cx+x? 
oder, da aus x:b=cosa, x=b- cosa folgt: 
d=b?+c?+?2be:cosa (1). 
Die Anwendung des Cofinusfages auf das Dreied 
mit den Seiten b, c und d hätte ergeben: 
d=b°-+c—?2be - cos (180° — a) (2) 
Aus der Gleihfegung der Werte von d? aus (1) und 
(2) folgt alfo: 
cosa = — cos (180° — u) oder auch 
cos (180° — 0) = — cosa. 


21. Trigonomefriihe Funktionen der Summe und 
der Differenz zweier Winkel. 
Nah der Figur ift für die Summe der beiden 
Winkel « und P: 
Fig. 42. 





3 sin («a + 9) = (1) 





° cos(a + P) =; (2). Ferner ift 
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sina = = (3) und cos« -=- (4); 


sinß läßt fi nicht direft durch a, b, c.. ausdrüden, 
Dagegen iſt nach dem Sinusſatz: sind:siny=b: e. 
Nun ift aber siny=e:d, aber aud cos (a -+ P) tft 
gleih e:d. Man fann daher jtatt der vorigen Öleihung 
auch jchreiben: 

sin?:cos(@e+fP)=b:ce (5) 
Diefe I Oleihungen genügen nun aber, eine Beziehung 
zwiſchen den trigonometrifhen Verhältniffen von « und 4 
herzuftellen, in welchen feine der Größen a, b, c, d und 
e mehr vorfommt. Zunächſt verfchwindet die Größe e 
aus den Gleihungen oder wird, wie man zu jagen pflegt, 
„eliminiert“, wenn man Gleihung (2) durch Gleichung 
(4) dividiert. Man erhält dadurch 

cos(« + P):cosa=c:d, 

Aus diefer Gleichung und aus Gleichung (1) folgt 
ferner, wenn man aus beiden Öleihungen die Werte von 
d einander gleich fett, 

ab . ©. .cos« 
sin(@+ß) cos(@+ß) 
und aus diefer Gleihung und Gleihung (3) durch Gleich— 
fegung der Werte von c: 
(a+b)cos(«a+ß) a 
sin(#« + ß)cosa  sina 
Ferner folgt auß (5): 
beos(e +), 
sin 3 
mithin ift auch zufolge der vorigen Öleichung: 
si Bes te und jomit: 
sına sin f 
Schuſter, Mathematik. (©. K.) 5 


CcC—— 





(6) 
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4} a - sin 
sinq cos ( + ß)' 
Dadurch wird aber Gleichung (6) zu 


ſJſ 











sina cos(@ + £) J 
sin (@ + 54) cos «u sino 
alsinacos(e + P)+sinß] _ a 
sina- sin(« + ß)cosa sin« 


sina- cos(@ +) + sn? =sin(a-P) - cosa...(7). 
Bedenkt man nun noch), daß allgemein sin? (@a-+ 4) + cos? 
(a +P)=1, fo läßt fih nun alſo yi-sin’(a+Pß) 
an Stelle von cos (a + 5) ſetzen. Dadurch wird die 
oben gefundene Gleihung zu: 


sina y 1 — sin? (a + 4) + sin P=sin (a+ P) - cosa 
oder Be 
sin & - y 1 — sin? (a +) =sin(a+P) - cosa—sinf. 
Erhebt man diefe Gleichung ins Quadrat, fo folgt: 
sin? «— sin? a sin? (@a-+ P) = sin? («+ P) cos?« 
— ?sın (a+P) cosa sin + sin?ß, oder sin?a = sin? 
(@« + ) - [sin?« + cos? a] — 2sin («a + P) cos sin 
— sin? P, oder, da der Faktor des erften Gliedes der 
rechten Seite der Gleichung feinem Werte nad Stets 
= 4 iſt, 
sin?« = sin? (a+ß)— 2sin («+ P) cosa sin#-+sin?P. 
Diefe Gleichung ift alfo nun nad sin (a+-P) auf: 
zulöfen. Da fie in bezug auf diefe Größe quadratiſch 
ift, fo addieren wir auf beiden Seiten der Gleichung 
cos?a- sin?#, wodurch wir erhalten: 
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sin?#«-+-cos?« sin? # = [sin («+ P) — cosa sin #]? 
— sin?2ß, oder [sin («a + 8) — cosa sin]? = sin?« 
—+ sin? # [cos? « — 1] = sin?« — sin? $ [1 — cos? «] 
= sin?«—sin?ß - sin’«=sin?« [1 — sin? $#] =sin?« 
- cos? oder einfaher: sin («a + P) — cosa sin? = sin« 
cosß und hieraus iſt: 

sin (@ + $) = sina - cosß + cos« - sin. (D) 

Um seinen entfprechenden Wert für cos(« + P) zu 
erhalten, brauden wir nur Öleihung (7) nad) cos («+ ß) 
aufzulöfen, indem wir dafelbft V 1 — cos? («+ ß) an 
Stelle von sin (a + 4) ſetzen. Berfährt man dann im 
übrigen ganz analog wie oben gezeigt, jo findet man: 

cos («a + 4) = cosa cosf — sina snß. (U) 

Un den sin und cos für die Differenz zweier Winkel, 
d.h. sin (a — P) und cos (a—P) zu erhalten, brauchen 
wir uns zunädjt nur an einer Figur klar zu machen, 
daß der sin eines Winkels jtets gleich dem cos desjenigen 
Minkels ift, der ihn zu IR ergänzt. Nach der Figur ift 
nämlich in dem rechtwinkligen Dreieck mit den 3 Seiten 
BDIAG: 


sin(@«— pP) = und cos[R — (u — B)]= r 
fomit: sm («a — PP) = cos [R — (« — P)]. 
Statt R— (a — 4) läßt fi aber, wenn 


man die Klammer auflöft, auch ſchreiben: 
R—a+P. Es iſt daher: 

sin (« —ß) = cos[R— «+ Pl]. 

mn 

Entwidelt man nun den Ausdrud auf der rechten Seite 

nad Formel IL, fo erhält man: 
sin (@ — $) = cos(R— «) cos? — sin (R— «)sin ß, 
5* 
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oder, da fich wieder für den sin eines Winkels der cos 
des Komplementwinfels ſetzen läßt und umgekehrt: 
sin (a — ß) = sin a cos ß — cos a sin ß. (ID) 

Statt cos («a — P) läßt ſich ſetzen: sin [R — (@ — £)] 

=sn[R— o+P]=sin(R—e)- cosf + er? 
— — 

sin ß oder es iſt 

cos (a — P)=cosacosf-+sinasinf. (IV) 

Merfregel: Bei sin (a + 4) und sin («a — £) find 
abwechfelnd sin und cos zu Produkten vereinigt, bei cos 
(a+f) und cos (a—P) die cos für fih und die sin für 
ih. Dabei bildet cos (a + P) eine Differenz, cos (« — ß) 
eine Summe, und zwar ftehen die cos vor den sin. 


Um aud eine Formel für tg (a + P) und tg (a — Pf) 
zu erhalten, brauchen wir uns nur zu erinnern, daßtg(@ 4) 


nichts anderes iſt als — Somit iſt jetzt: 
sin a cosß + cos a sin ß 
cos o cos # — sin & sin ß 
sin @ cos ß — cos a sin 
Bu TaR cos 0 cosf + sin « sin 4 
oder, wenn man die beiden ©leihungen in Zähler und 


Nenner der Brühe durch cosa - cos ns dividiert und dann 
& 





tg («42) = und 

















sin 
tg « ſtatt — — Prager wird: 
tg (a + P) = ER. und 
utgfß 
_tga—tgß M 
tg (a — : ; 


 1+tgatgß 


Trigonometrifche Funktionen des Vielfachen eines Winters. 69 


1 
Da cotg (a — — == tg (a LP) fo wird: 
— tgot 
cotg (ea + Pf) = m Y — u und | . 
1 +tgatgf | 


cotg (a == P) == tga— tg | 


Sett man 3.8. in Formel (D f=1R ober 90°, 
fo erhält man 

sin(e+R)=sinacosR-+ cosasinR=sin«a - 0 
+cosa:- 1=coso, 


während für den Wert #—= R Formel (IT) beifpielämeife zu 


cos(#« + R) — cosacosR—sinasinR= cos«a - 0 
— sinao- 1= — sin « wird, 


Auch läßt ſich mittelft der vorjtehenden Formeln 
leicht die Beziehung finden, welche zwifchen den trigono— 
metrijchen Funktionen eines Winfels und denen des halben, 
des drei=, vierfachen 2c. beiteht. 


Set man 3. B. in Gleihung (I) — an Stelle von 


a und ß, jo erhält man: 


ER 
sin (+ A d.i.sine = sin cos + cos- + si 


2 2 


2 —60 & 
— —ã— COS 07T) 
2 2 


Auf analoge Weife erhält man aus Gleihung (ID: 
& 2) F 0 & FL EL d 
cos 37177 = 0087008, - sin q sinn oder 


ud 


R [04 ir & 
— — — 8 — 
COS & COS 2 sın 5) 
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Seht man dagegen in (I) ?=o, fo erhält man: 
sin(@-+ 0) =sinacosa + cosasina, d. h. 
sin 20 = ?2sin u c0so, 
und analog wird cos 20 = cos?a — sin?e, 


Addiert man zur Öleichung: cosa = cos — sin? 
die nach der Formel sin?« + cos?®«—=1 EN Gleichung: 
ine + cos? 
jo erhält man: 


[64 
1+cosa=2 cos? 5 woraus 


Veit Zi cos 0 
008, = — ) —— 


während durch Subtraftion: 


1—cose=? sin? > folgt, woraus dann 


Ye 1 — c0s u 
sinn = ze 


ud 





folgt. — 
1 j 
Hiernad) ift z.B. cos = d. i. cos ———— 


a = 41-— 008902 
VED- VE un nase eV ee 
— 

BA 


daher tg 45° — sin 46° _V4 _ 
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22. Vom Gebrauch und der Anwendung der 
trigonometrifchen Formeln. 


Mit Hilfe der vorftehend entwidelten Formeln können 
wir nun beifpielgmweife aus gegebenen Teilen eines Dreieds 
die übrigen berechnen, ebenjo, wie man diefelben fonft 
durch zeichneriſche Konjtruftion zu finden pflegt. 

Es ſei z. B. eine Seite eines Dreiecks und die beiden 
daran liegenden Winkel gegeben. Ebenſo wie e8 nun 
möglich ift, dieſes Dreieck zu Eonftruieren, ebenfo muß es 
möglich fein, die fehlenden Stüde, nämlich die dritte Seite 
und die beiden andern Winkel, durch Rechnung zu finden. 
Auch für den Flächeninhalt eines Dreiedd läßt fich eine 
trigonometrifche Formel angeben. Sind nämlich die Seite e, 
die Winkel a und A die gegebenen, a, b und y die ge- 
ſuchten Stüde des Dreied3, fo ergibt der Sinusfag fofort 
die Größen a und b. Da y ohne weiteres fich zu 180% — 
(«+ 40) ergibt, fo hat man, nachdem man zunächſt y be- 
rechnet Hat, aus der Gleichung: 

b:c=smß:siny,‚b=c- sinf:siny und aus 
a:c=sinoa:siny, a=c-sina:siny. 


Die und nicht gegebene Höhbeh Figsk 
erſetzen wir ohne meitere® durch n ne 
h=a-siny oder h=c- sino, L 
wonach alfo jegt fi der Flächen- * 3 
inhalt F de3 Dreieds berechnet zu 
b-h ab- siny 


besina 

— 
d. h. in Worten: der Flächeninhalt eines Dreiecks iſt gleich 
dem halben Produkt zweier Seiten und dem sin des von 


ihnen eingefchloffenen Winkels. 





oder 
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Um aus zwei gegebenen Seiten und dem einge— 
ſchloſſenen Winkel (z. B. a, b, y) die übrigen Stüde c, 
o, und 4 zu finden, machen wir zunächſt von dem Coſinus— 
ſatze Gebrauch. Derfelbe ergibt als Wert von c: 


c=Va?-+b?— 2ab- cosy, 

während fih sin« und sin 4 nad dem Sinusſatz be— 
rechnen läßt. Es ijt nämlich aus: 

sina:siny=a:c und sinf:siny=b:e, 

| ah; j bir 

sina = —siny und sin? = „sin? 

Für die praftifhe Ausführung einer Yahlenrechnung 
find unter Umftänden die nachſtehenden Formeln bequemer. 


Da asiny=csina un bsiny=csinß, 
(a+b)siny=e(sina + sin f) und 
(a—b)siny=c(sine — sinß). Ferner tft: 
EP el 
fomit, da der sin eines Winkels gleich ift dem cos feines 
Romplementwinfels und umgekehrt: 




















sin- = ß = cos 2, oe sinZ und 
a + 
y COS ) 1 
22. 10 2 
NIT 


Es läßt fih nun ſetzen: 


ya 1 ee alfo ift: 
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a — —— und 
Au) u) 2 2 
Ein sin- F Ba Be 

2 P. ? 

u f —h 
Somit ift weiter: sina + sin # = 2sin — zart cos — Bi 
Da aber sin ea — cos um 

2 2 
I, u — 

sing —sın? = Lest sin - S 2 jo iſt 
sina + sind = 2cos 5 008 ß und, da cos 2 2 P 
z sin}, ſo iſtsin « — sın = 2sin sin = n Hieraus 
ergibt fih: (a+ b) siny = 2ecos “ cos — 7 ß und 

(a — b) siny = 2esin sin — 
und, wenn man die zweite — durch die erſte dividiert, 
. & — b — 
t — 
jo iſt Aa tg 2 5 tg oder, da 
t . it 
‘ — ’ 
32T at 
ET 
a—p 
t 
a — b em 
een —,woraus 
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tum Ale a—b, a—+P 
u — 











—— — 
iſt bekannt, denn er iſt gleich — 
3 
> 


und kann fomit berechnet werden. Hat man alfo dann 
durch Nachſchlagen in einer trigonometrifhen Tabelle den 


Wert von — gefunden, der dem 


entſpricht, ſo ergibt ſich und A aus den Gleichungen 
ge —— ad.) 





folgt. tg 

















2) I 
und endlich c entweder aus der Gleihung c — 
8 
b siny 
oder aus = ——, 
z sın /⸗ 


Es feien die drei Seiten a, b, c gegeben. Gelucht 
find die Winkel. Nennen wir den halben Umfang des 
Dreiecks s, jo iſt 
a+b+c=2s alo atb—c=2s— le=T(s—ec). 

Aus c? = a? + b? — 2ab cosy ift nun 
a?-+b? — c? 


cosy — Jah Ferner ift: 
0057 = cos (242) = cos? 2 — sin? 


= cos? — ( — cos: 2) — 2cos?3 —— 


Seht man dieſe beiden Werte von cosy einander gleich, 
jo erhält man: 
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2 





200825 — = N 

















— oder 
* DE ale: c? +?2ab 
Aa dab 

DearAme—c? NER Gembiresch 
he oder cos en 

a und fomit iſt 

BER 
cos) = 1% —— — Da nun 


sin? & —1— cos? it, fo wird 


2 —— 
ind! + b c?2 + 24b 














4ab 
Bahr — b? Er 2ab 
— J— 4ab 
Bar (a2 SErpin=Yab 
en Re 
— ie —— (e+a-b)(e-a+b) 
an dab 4ab 


Setzen wir nun 28s anſtatt a +b—+ c und anſtatt 

a--b — c da3 hieraus folgende 2? (s— c); ferner, da 
ce+a—b=?2s—?2b=?2(s—b) und 
c—a+b=?2s--2a=2(s—a) tft, jo wird 


| %(s<b) - 2(s— (s-b)6a) 
—— I ie Iy>E (s— 
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fu 2: 2(—e) ı s(s—c) 
>= — Mai 


Für und R würde fih analog ergeben: 


2 B-b6=d — s(s—a) 
CHR — * ne GOS Dr V be 


— Zd) (se — 
in Rey 
2 ac 2 ac 


ab siny 
Daily 5 


halten wir ferner: 


—— er 





-, siny aber = 2sin 5 008 it, jo er= 


a2 b? 
- 6-96 -Ne-J, ab 


Fr — oder 
ee 


Zum Schluffe wollen wir nun aud noch mit Hilfe 
der gefundenen trigonometrifgen Formeln eine Aufgabe 
aus der mathematifchen Geographie löfen, die uns zugleich 
das Zahlenmaterial für die bereits in Art. 3 des eriten Vor— 
trages gelöfte Aufgabe liefern wird, nämlich die Aufgabe, 
wie man für jeden Ort der Erde die Länge feiner Tages 
und Nachtzeit für eine bejtimmte Stellung der Erdachſe 
finden fann. 


Beiipiel. 17 


Stellt in neben- 
jtehender Figur AA den 
Erdäquator, N und S 
den Nord-, rejp. Süd: 
pol der Erde, O einen 
Ort mit der geographis 
ſchen Breite p vor, und 
it 4 der Winkel, den 
die Erdbahn E, in deren 
Mitte die Sonne jteht, 
mit dem Aequator bil: 
det, jo bildet GG die 
Schattengrenze,und nun 
ilt fofort aus der zweiten 
Figur, die den Parallelfreis des Ortes O darjtellt, zu 
erjehen, welches der „Tagebogen“ und welches der „Nacht— 
bogen” desfelben ift. Nennt man den Zentriwinkel, 
welcher der Hälfte dieſes Tagebogens entipriht A, den 
Nadius des Varallelfreifes r, den der Erde R, fo erfennt 
man fofort, daß nad der erjten Figur: 

0C:OM d.h. r:R = cosp oder r=R - cosp 
it. Wird ferner die Strede OB mit x bezeichnet, Jo 
verhält fih in dem Dreied OBM nah dem Sinusſatz: 

OB: OM, d. h. x:R= sin [90 — («a -+ 9)] 
:sin OBM oder, da Winfel OBM, wie man leicht einfieht, 
wenn man von B eine Barallele zu EM zieht, gleich 
90% «4 ift: 

x:R = cos(@a + 9): sin (90° + o) = cos (a + 9) 
: c0osa, woraus 








_ Recos («+ 9) 
Ir cu 
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Nach der zweiten Figur iſt aber auch (00 — OB):r, 
d. h. (x — x)! x — cos 4 und hieraus folgt 
x=r(1 — cosP). 

Setzt man nun die beiden für x gefundenen Werte 
einander gleich, jo erhält man: 
Reos(«a+9):cos« =r(1 — cosf)oder,dar=R- cosy, 

ei — Reosp (1 — cos) oder: 

cosa 


COS@ COSP — sIna sing 3 R 
cosß und hieraus iſt: 
COS« - COSP 


cOos« COSP — sina sinp 


cs$f =1— 
COS® COS@ 
COSA COSP — COS COSQ + sin«a sinp 
COS« cosꝙ 


sin« - sing J 


cos« - cosꝙ 
cosß = tgu - tg9. 

Hieraus können wir nun leicht die Größe Des Tage: 
bogens t berechnen. Die Hälfte desjelben entſpricht nämlich 
dem Winkel; es verhält ſich 
28:360 = t:?24, woraus man alfo t, in Stunden 
ausgedrüdt zu 

t = 24 » 28:360—= -&ß 
erhält, Nun bildet befanntlih zur Seit des kürzeſten 
Tages die Ebene des Kreisäquators mit der Erd— 
bahn einen Winkel von 234%, Es beträgt beifpielsmweife 
für die nahezu unter dem 60ften Breitegrad liegenden 
Städte Chriftianta und St. Peteröburg, wenn man« 
— 234° und p = 60° feßt: cosf = tg 234° - tg 60°, 
wofür wir in jeder trigonometrifhen Tabelle die Zahlen- 
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werte finden: tg 234° = 0,43481 und tg 60° 
— 1,73205. (Anm. Den legtgenannten Wert hätten wir 
auch ohne Tabelle Schon berechnen können: nach Früherem 
ift nämlich sin 60° = ı Y3 und cos 60 = 4, fomit 
tg 60 3:1 = V3 =1,73% ,., wie oben an 
gegeben.) 

Nun iſt aljo cos gleich dem Produkt diefer beiden 
Zahlen oder rund = 0,75309 , ,, und einem cos von 
diefer Größe entſpricht, wie wir ebenfalls in unferer 
Tafel finden können, ein Winfel von nahezu 41°, Hiernach 
ergibt ſich die > des kürzeſten Tages für St. Peters- 
bug zu t — 5341 = is oder rund 54 Stunden, 

Aus der Formel 

cosß = fon tg9 
können wir auch noch folgendes lernen: Für einen Ort, 
der gerade unter dem Aequator liegt, iſt = 0. Da: 
durd wird auh cosf =tga- tgl =tga-0 =(, 
und dieſem Werte eines cos entſpricht nah Früherem 
ein Winkel von 90%. Dadurch rüdt, wie wir aus der 
zweiten Figur fofort erfehen, Punkt B nad ©, und, weil 
dann die Ebene der Schattengrenze durch den Erbmittel- 
punkt geht, fo ijt der Tagebogen gleich dem Nachtbogen, 
der Winfele, unter welchem die Sonne jteht, mag Jo 
groß oder fo klein fein wie er will, d. h.: Unterm Aequa— 
tor find da8 ganze Jahr hindurch Tag und Nacht gleich 
lang = 12 Stunden. Der Fall, daß cos$f = 0 und 
dadurch $ = 90% und damit die Tageslänge gleich der 
Nachtlänge wird, Tann aber auch dann eintreten, wenn 
= 0 und dadurh tga = O0 wird: d.h. wenn die Ebene 
des Aequators mit derjenigen der Erbbahn zufammenfält, 
was befanntlich fowohl im Frühling als im Herbft einmal 
jtattfindet, mo dann alfo gleichzeitig für alle Punkte der 
Erdoberflähe Tag: und Nachtgleiche eintritt. — Um den 
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Punkt oder, richtiger gejagt, ven Parallelfreis zu finden, 
unter welchem im Winter die Sonne überhaupt nicht 
mehr aufgeht, d. h. der Tagebogen GOG glei Null 
wird, braudhen wir nur den diefem Bogen entjprechenden 
Winkel 28 = 0 zu feßen, wodurd wir erhalten: 

cos O d.ı. 1=tgo.- tgy, und hieraus ijt tgyp 
= ir — cotga = tg (90° — u), und hieraus folgt p 
— MW’ — u. Nun ift aber zur Zeit des kürzeſten Tages 
ao —= 234°, fomitp = 90° — 234° = 664°. Die Zone, 
welche zwiſchen diefem Breitegrade und dem Pole liegt, 
heißt befanntlich die Polarzone, Innerhalb derjelben geht 
bei Winteranfang die Sonne nicht mehr auf und bei 
Commeranfang nicht mehr unter. Ganz diejelben, nur 
in bezug auf die Jahreszeit umgekehrten, Verhältnifje finden 
auf der ſüdlichen Erdhalbkugel ftatt. 


Siebenfer Vortrag. 


23. Kreisumfang und Kreisfläcdeninhalt, 


Wir wenden und nun wieder der Betrachtung der 
Verhältniſſe des Kreifes zu. Es fei AB die Seite eines 
in den Kreis eingezeichneten regelmäßigen Vielecks, 
d. h. eines foldhen, das glei Zig%o. 
lange Seiten hat, wodurch ſich — 
von ſelbſt, infolge der ent-⸗ 
ſtehenden fongruenten Dreiede, 4 
eine Gleichheit der von den 
Seiten eingefchlofjenen Winkel 
ergibt. Errihtet man auf AB 
vom SKreismittelpunft aus eine Senkreite u und verbindet 
den Schnittpunft D mit den Punkten A und B, fo erhält 
man in AD und BD die Seiten eines regelmäßigen Biel- 
eds von Doppelt fo großer Seitenzahl als das urfprüng- 
liche. Nennen wir die fenfrechten Abfiände dieſer Viel: 
edjeiten vom Kreismittelpunft die kleinen Halbmeffer 
des Vielecks und bezeichnen diefelben mite undo,, den 
Kreishalbmefjer mit r, fo finden wegen der hnlichkeit 
der Dreiede CBF und DBE die Beziehungen ftatt: 


Be 











r:a=2a:(r—o) (1); hieraus ift a? = u 
r:o, = 2a:EB (2); hieraus ift a = rer alſo 
r? EB? 
— 
401 
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Seht man diefe beiden Ausdrüde für a? einander 
gleich und bebenft, daß EB? nad dem pythageräifchen 
Sate = r? — o? iſt, fo hat man zwifchen r,, o und o, 
die Beziehung: 


— -Q) _rOr-e)_rG+0L—e 





2 40, ° 40, ? 
alt) ee 
% 2 Da 
© = 
Hebt man auf beiden Seiten ED eg, jo bleibt 
ie — — und hieraus iſt 


a 


h -V 0. 


Wir können alſo jetzt jederzeit den kleinen Halb— 
meſſer (d. i. den ſenkrechten Abſtand einer regelmäßigen 
Vieleckſeite vom Kreismittelpunkt) 
eines 2n-Ecks aus dem eines n⸗Ecks 
berechnen. 

Dieſe Formel wird uns zur 
Berechnung des Kreisumfangs gute 
Dienſte leiſten, doch müſſen wir 
dazu folgende Betrachtung voraus— 
ſchicken. Zieht man zu den Seiten 
eines in einen Kreis eingeſchriebenen 
Vielecks ——— die den Kreis in je einem Punkte 
berühren, und die man bekanntlich Tangenten nennt, und 
verlängert man die Radien, ſo entſteht ein neues Vieleck, 
welches dem eingeſchriebenen ähnlich ſein muß und das 
umgeſchriebene Vieleck heißt. Der Umfang des umge— 


Fig.%? 
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Ichriebenen Bieleds ift jedenfalls größer als der Kreis: 
umfang, ebenfo wie der Umfang des eingejchriebenen 
feiner fein muß als der des Kreiſes. Je mehr aber das 
Vieleck Seiten hat, deſto mehr nähert es jih ſchon in 
feinem Ausjehen einem Kreife und wird, wenn man die 
Seitenzahl unbeſchränkt groß werden läßt, mit dem Kreife 
zufammenfallen. Zwiſchen den Seitenlängen a und b 
des ein und umgefchriebenen Bieleds und den fleinen 
Halbmefjern CA und CB findet nach dem Ahnlichkeits— 
jage die Beziehung jtatt: 

b 





CA : CB =: 5» =a:b, und hieraus ift: 
CB 
—J— * 


Für ein Sechseck iſt z. B. à — N GB.=ir; 


Bu TEN: — — ——— 
a-V (5) we 5y3 
— ) — — — rn rg er 
alte 'p ur. ELLI: TER = 506008 
Der halbe Umfang des eingefchriebenen Sechseds tft 


dr 
ur ’ — — ar A » 
r, der des umgejhriehenen Sea GoaB a 


Für ein regelmäßiges eingefchriebenes Zwölfeck er: 
gibt ſich als Heiner Halbmefjer nach der Formel: 


0, = v2 Sa 0) 


1(r+0,866025r) 1,866025 
ER PR Re 





—0,965926r. 


6* 
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Bezeihnet man nun allgemein den Umfang eines regel- 
mäßigen Vielecks mit u, den eines folden von doppelter 
Seitenzahl mit u,, dann ift (vergl. letzte Figur): 
u=n-?EB, Wu 207 2arcle 
u:su, =n- 2EB:?2n: 2a =EB:?R%2 

EB: 2a ift aber nah unferer Gleihung = eo, :r, 
alfsru:u, ep, rund u, = urn: 

Es ift alfo der Umfang des eingefchriebenen Zwölf: 
ecks gleich dem Umfang des eingefchriebenen Sechsecks, 
multipliziert mit dem Kreishalbmefjer, dividiert Durch den 
feinen Halbmeſſer des eingefchriebenen Zwölfecks, alſo 

u —6——08689268 
und der halbe Umfang des eingeſchriebenen Zwölfecks: 

3r:0,965926- = 3,10583 r. 

Da fi die Seite des umgefchriebenen n-Ecks zur 
Geite des eingefchriebenen n-Ed3 verhält wie der Kreis— 
halbmeffer zum Kleinen Halbmefjer des eingejchriebenen 
n:&ds, fo verhalten fih audh die ganzen oder halben 
Umfänge ebenfo, da fie nichts anderes als das n: bezw, 


—fache biefer Geiten find. Es ijt alfo der halbe Um: 
4 


fang des umgeſchriebenen Zwölfecks — 3,10583r - 2 


1 
3,10583r? 
= 90590 3,21539r. Für den kleinen Halb» 


meſſer eines Vierundzwanzigecks erhielte man auß dem 
eine? Zwölfecks nach der Formel 0, = vs 


Wr V r(r + 0,965926 r) 
au ee 


=r V LE — 0,991445r 


‘ 
A! 
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3,10583 r2 | 
— — — 3 
0,991448 r 3,13263r, und der halbe Um 


fang des umgefchriebenen Vierundzwanzigecks 
r 3,13263 r 
er, ae J *316966r. 

Fahtt man in biefer Weiſe —— ſo würde man z. B. 
für den Umfang. eines eingeſchriebenen 384-Ecks: 3,14156 r 
und für den eines umgejchriebenen 384-Ecks 3 14166r 
finden. Zwiſchen diejfen beiden Werten muß alfo der 
Wert des halben Kreisumfangs liegen, er wird alio 
3,141...r betragen (ſoweit nämlich bie beiden leßt- 
gefundenen Zahlen miteinander übereinftimmen), Man 
bezeichnet die Zahl 3,141.. allgemein mit r. Wir haben 
Tomit für den halben Kreisumfang zer, für den ganzen 2er 
zu ſetzen. Wir werden jpäter eine andere Methode Tennen 
lernen, die Zahl = genauer und zugleich weniger mühlam 
zu berechnen. Diefelbe ſtellt einen Dezimalbruch vor, 
deſſen erſte Stellen lauten: 3,141592653 ... Den Inhalt 
ver Fläche, welche von einem Kreife eingefchloffen wird, 
fürzer gejagt die Kreisflähe, können wir nun, da wir 
jest den Kreisumfang kennen, leicht ermitteln. Denken 
wir und den Kreis als ein regelmäßiges Vieled von uns 
beſchränkt großer Seitenzahl n, und ift s die Seitenlänge 
de3 Vieles, fo it die Summe ſämtlicher Eeitenlängen 
einerjeit3 ns, andererfeitS gleich dem Kreisumfang 2rr; 
alfo iſt: ns = ?nr. Zerlegen wir das Vieleck dadurch 
in Dreiede, daß wir vom Kreismittelpunft nad den Eden 
Radien ziehen, und beventen, daß auch die Höhe eine 
ſolchen Dreiecks nicht verfchieden fein Tann vom Radius, 
fo ijt der Inhalt eines ſolchen Dreieds sr, der Inhalt 
fämtliher n⸗Dreiecke alfo n- 4sr oder ns- Ir. Da 
aber ns = ?rr, fo ift der Inhalt der Kreisfläde: 

Medır - Ir > nm”. 


ud u, = 
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Ein großes Erleichterungsmittel beim Zahlenrechnen, 
bejonders in Fällen, wo (mie 3. B. bei den trigono— 
metrifhen Funktionen) die zur Berechnung kommenden 
Größen vieljtellige Dezimalbrüdhe find, aber auch 3. B. ein 
Mittel, eine beliebige Wurzel aus einer Zahl zu berechnen, 
it uns in den Logarithmen geboten, deren Betrachtung 
wir und nunmehr zuwenden wollen. 


24. Von den kogaritimen. 


Wenn man eine Zahl einer Potenz gleichjegt und 
als Baſis diefer Potenz ebenfalls eine bejtimmte Zahl 
annimmt, jo wird auch der Potenzerponent eine beftimmte, 
aber noch zu ermittelnde Zahl fein müſſen. Wollen wir 
z. B. die Zahl 100 einer Potenz gleichſetzen, deren Baſis 
10 ift, und bezeichnen wir den noch zu bejtimmenden 
Erponenten mit x, fo haben wir die Gleichung: 

190,085 
Diefer Gleihung genügt für x nur der Wert 2, denn 
100 = 10?. Wäre der Erponent zur Zahl 1000 und 
der Baſis 10 zu fuchen, fo hätte man 1000 — 10%, welcher 
Gleichung durch x = 3 genügt wird. Denkt man fih nun 
alle Zahlen vergejtalt in ein Syitem gebradt, daß man 
als Bafıs ein für allemal eine beftimmte Zahl, alfo etwa 
10 annimmt, und berechnet nun den zugehörigen Wert der 
Erponenten, jo erhält man in leßterem diejenige Zahl, 
welche angibt, auf welche Potenz die Zahl 10 erhoben 
werden muß, um die erjte Zahl zu ergeben. Dieſen be- 
vechneten Erponenten nennt man nun in bezug auf die 
fonftante Baſis und die gegebene Zahl den Logarith— 
muß ber lettern, zur Baſis 10. 

Es ift natürlich, daß man als Bafıs jede beliebige 
Zahl annehmen könnte. Wir wollen aber zunächſt das 
für gewöhnliche Rechenzwede angenommene Syſtem der 
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Logarithmen mit der Bafis 10 betrachten, die man auch 
die „Lünftlihen” Logarithimen nennt. Sebt man nun in 
der Öleihung 
hl 

a ebenfalls gleich 10, jo iſt für dieſen Fall notwendig 
x=1; d. h. alfo: der Logarithmus der Baſis eines 
Logarithmenſyſtems tft jtet3 — 1. Seen wir aber a=1, 
fo it für 1=10x, x offenbar = 0, denn jede Größe zur 
er ka an ra a I Nehmen 
wir nun eine beliebige Zahl, etwa 5, fo wifjen wir, daß, 
weil diefe Zahl zwifchen 1 und 10 liegt, ihr Logarithmus 
zwiſchen O und 1 liegen, alfo ein echter Bruch fein muß. 
Sin der Tat finden wir in jeder Logarithmentafel, d. i. 
in einer fyftematifch geordneten Tabelle der Logarithmen 
der ganzen Zahlen ſowohl als auch der trigonometrifchen 
Funktionen, als Logarithmus von D die Zahl 0,69897.. 

Um fi ſchließlich eine richtige Borftellung Davon zu 
machen, was eine Potenz, deren Erponent in Form eine 
Dezimalbruches erfcheint, für einen Sinn und eine Be- 
deutung hat — denn als ſolche Dezimalbrüche jtellen fich 
uns im allgemeinen die Logarithmen aller Zahlen dar -— 
brauden wir in der Gleichung: 

5 — 100,69897 
ven Dezimalbruh nur in Form eines gemeinen Bruches 
zu ſchreiben, nämlid als 100.00 und e3 verwandelt ſich 
die obige Öleihung in: 
69897 100,000 
5 — 10100000 — 1/ 1069897, 


wobei fi aljo ergibt, dap die Potenz mit dem brud- 
fürmigen Potenzerponenten nichts anderes ift als eine 
Wurzel aus einer Potenz mit ganzzahligem PBotenzerponenten. 
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Sit nun der Logarithmus auch nur einer ganzen 
Zahl befannt, jo können wir aus ihm die Logarithmen 
einer ganzen Menge anderer Zahlen auf folgende Weife 
finden: Aus dem log 5 3. B. zunächſt den log 2, denn 
es iſt: 

10 = 101 

B.— 10969897, fomit: 

:5 — 101: 10069897 — 101-0,69897 — 10080108 her 
2 — 100,30103; 

es iſt alſo 0,30103 der Logarithmus der Zahl 2, kurz 
geſchrieben: „log 2". 

Allgemein läßt fihb auch der Logaritbmus eines 
Produktes von Zahlen ſowie von Duotienten, Potenzen 2c. 
aus den Logarithmen der einzelnen Zahlen, die die 
Taltoren, den Dividenden und Divifor ꝛc. vorftellen, 
zuſammenſetzen. 

Sind m und n zwei beliebige poſitive Größen, fo 
it nämlich: | 
m = altem nd n = alogn, fomit m- n=al’gm. alogn 

a „log m +logn, 
Es ftellt alfo nun logm -+ logn den Logarithmus 
von m- n vor, d. h. es ift: 
log(m - n) = logm- log.n. 
Sn analoger Weile ergibt fih für log(m:n) aus 
m:n— ale; alögn. „logm-iogn Dichzres 


10 


log — = logm — logn. 
Für den log einer Potenz b" haben wir, dab = alesb, 
pn = a loe By — an logb 
oder, da der Erponent von a der Logarithmus von b" 
fein muß: 
log (b") = mlogb. 
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m 


1 
2 Kr 
Analog findet fih log! /b = logb"= Br logb. 


Anftatt eine Größe b auf die Potenz m zu erheben, 
bezw. die nte Wurzel aus derjelben zu ziehen, brauden 


wir alſo nur den log dieſer Größe mit m, refp. — au 


multiplizieren und in der Logarithmentafel diejenige Zahl 
(den „numerus”) aufzufucdhen, welde zu diefem Logarith- 
mus gehört. Statt zwei Zahlen m und n miteinander 
zu multiplizieren oder die erite durch die zweite zu divi— 
dieren, genügt e8, ihre Logarithmen zu addieren, bezw. 
den log der zweiten vom log der eriten zu jubtrahieren 
und zu den dadurch gefundenen Zahlen den numerus in 
der Tabelle zu ſuchen, der dann alſo das gefuchte Produkt, 
refp. den geſuchten Duotienten darftellt. Hierin beruht 
u. a. der große Wert der Logaritbmen beim Nechnen mit 
großen Zahlen. Noch wichtiger ift deren Gebraud beim 
Potenzieren, reſp. Wurzelausziehen. Es ſei 3. B. zu 
3 


berechnen y. Nach der Logarithmentafel ift log 729 


— 2,8627, fomit 4log 729 = 0,9542, für welden log 
man in der Log.Tafel ald numerus 9 findet, In der 
Tat ergibt 99 = 7729. 


25. Die Kubikwurzel. 

Wie die dritte Wurzel (Kubifwurzel) aus einer Zahl 
auch ohne Logarithmen — analog dem Ausziehen der 
Duadratwurzel — gefunden werden kann, foll in nad)> 
ftehendem gezeigt werben. 

Sit (a+b)?, d.h. a? 4 3a°b-+3ab?+b°=n, fo ift 
n—a°=3a?b+ 3ab?+b°’=b(3a?+ 3ab +b?). 
Wir finden alſo b, wenn wir n — a? durd) 3a? 3ab—+b? 
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dDividieren. Bon dem Divifor 3a? -+ 3ab + b? ift aber 
vorläufig erit 3a® befannt, wenn wir a fennen. Sobald 
wir aber mit 3a? zu Dividieren beginnen, finden wir aud 
Thon als Quotienten b, Fönnen fomit auch 3ab und b2 
bilden und abziehen. 
Es ſei z. B. die dritte Wurzel — „Kubikwurzel“ — 
zu ziehen aus: 
a b 
p° 7 9p° + 2p 27 =P 8 
Da Ip? dem 3a?b entipricht, fo ift alſo b = 
Ban 2 in ee 
Um nun aud aus einer Zahlengröße die Kubikwurzel 
zu ziehen, wählen wir die Zahl 1728. Dann ift 


Ey» hr ER a b 
TB =- 10-42 
1000 = a? 

728: 300 = 3a? 


600 = 3a?b 
128 
120 = 3ab? 
— 

886* 


Iſt die Größe, aus welcher die dritte Wurzel gezogen 
werden ſoll, kein Binom, ſondern ein Polynom, ſo haben 
wir zu unterſuchen, was aus (a-+-b)? wird, wenn wir zu— 
nächſt b + c an Stelle von b fegen. Wir erhalten dann: 


(atb-+re) =a°-+3a?(b+c)+3a(b+c)?+(b+ c)’ 
—=a° + 3a?b + 3a?c + 3ab?-+ babe + 3ac?-+-b°-1- 3b?e 
+3be?-+.c3, 
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was wir zufammenfafjen können in die Öruppen: 


aſꝰ - 3a?b+3ab?+b?’+3(a?-+2ab--b°)c-+3(a--b)c? 
+c?=a°+3a?b+3ab?+b?’+ 3(a+b)?c+3(a+b)c? 
+ c3, 


Und allgemein: 


(a+-b+c+d-+..)?’=a°-+ 3a?b + 3ab? + b? 
+3(a+b)’c+ at beiteitd@tbrere 
+3(@+b+o)d’+d°+.. 

Die Analogie mit dem für das — eines Poly: 
noms gefundenen Ausdrud fällt in die Augen, und mir 
fönnen fomit, wie jenen dem Ausziehen der Quadrat: 
wurzel, diefen dem Ausziehen der Kubilwurzel zugrunde 
legen. Das nadjtehende Bahlenbeifpiel wird nun ohne 
weitere Erklärung verftändlich fein: 


3 a b Sg 
1520875 = 100-1045 
1000000 3a? 

— — — 
520875: 30000 
3a?b = 300000 
220875 
3ab? = 30000 
190875 
b’= 1000 3(a-Hh)? 


189875 : 36300 
3 (a + b)?c = 181500 








3(a+b)e—= 8250 
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Übungsbeifpiele: VABaT, Löfung: 11; 
3 
TSIRT, Löfung: 23; VE, Löſung: 2,4662, 31, 
Löfung: 3,1414; J Löſung: 4,2543, 


26. Die Sleichung dritten Grades. 


Eine Gleihung, in welcher die Unbefannte in dritter 
und im allgemeinen auch in den beiden nächſt niedern 
PVotenzen vorkommt, heißt eine Gleihung dritten Grades. 
Diefelbe wird alfo im allgemeinen die Form haben, bezw, 
auf die Form gebracht werden können: 

x tax’ +bxtc=(, 

Eine derartige Gleichung nun läßt fih immer in 
eine ſolche umwandeln, in welcher die zweite Potenz der 
Unbefannten nicht mehr vorkommt, wenn man nämlich 


x = y—z fett. Durch diefe Subftitution, nach welcher 


wir nun alſo y als Unbefannte zu betrachten haben, er= 
hält man 


nl) re 


oder, wenn die Potenzen ausmultipliziert werden: 
2 


a a as 2 
ya re a’ zaytg "+ by 


was fich zufammenziehen läßt zu: 
a? a (2a? — 9b) * 
s)ste gr 
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Setzt man jetzt noch, lediglich zum Zwecke der Ab— 
a (2a? - 9b) 
fügung,b— p, 57 +c=q, [9 hat man 
die —— Gleichung dritten Grades, die y nur noch 
in der dritten und erſten Potenz enthält: 
—480. 

Setzt man nun ferner nd y=m-+n, fo wird die 

obige Gleihung zu: 
Ber V 8 oder 
m® + 3m®n + 3mn? Te 9 

Da es nun gleichgültig iſt, wie wir das Verhältnis 
der beiden Summanden m + n, aus welchen ſich der Wert 
der Unbelannten zuſammenſetzt, wählen, wenn dadurd) nur 
der vorjtehenden Gleichung Genüge geleiftet wird, fo können 
wir die Annahme maden, e3 fei: 

m’In-— 

wonach von jelbit als zweite Steigung die Beziehung 
übrig bleibt: 
3m?n + 3mn?--p(m --n)=0, was fi auch ſchreiben läßt: 
dmn(m+-n)+p(m-n)=V. 

Diefe letztere Gleihung läßt fich nun aber durch den 
gemeinfamen Faktor m + n Türzen und wird dadurch ein- 


fach zu: 





smn+p=0, und hieraus folgt: 


Aus 
J 
Setzen wir aber dieſen Wert von m in die Gleichung 
m? n?= —g ein, fo wird Diefelbe zu: 





p? 
—— +n’=—gq, 


und dieſe Gleichung läßt fi nun leicht in bezug auf bie 
Größe n? in eine Gleihung zweiten Grades verwandeln. 
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Seten wir nämlich vorübergehend r an Stelle von n? 

fo nimmt obige — die Form an: 
— — — q, oder es iſt: 


F 
r? -qr= m ſomit 


— und hieraus r, d. i. 


Ba ee +55, und folglid;: 


2 3 
VE 
und da ausm’ n’= —gq, 

mi= —nd og 


4 q p q 
— ———— Im —— 


ſo folgt: 
q du ale 
m = — * ı_yzıE +97 


Und da nun nad) der Annahme 
y=-=m+n, 


fo JS man als Löſung der Gleihung dritten Grades 
3 


55 1. Te 
DEV — 1 Var V Var IE 


2 
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Diefe, nad ihrem Erfinder, dem Staliener Cardano 
(1501 —1576) die Cardanifhe Formel genannte 
Gleihung liefert ſomit ſtets einen Wurzelwert der 
Gleichung „+ py+q =, aus welder durch die 


Subititutionzformel x = y — 7 auch ſtets ein Wurzel- 


wert x berechnet werden kann. Die Analogie der qua: 
dratifhen Gleichung, bei welcher wir zwei, im allge: 
meinen verjchiedene Wurzeln gefunden haben, legt e3 
nun aber nahe, zu unterfuchen, ob nicht auch einer Öleihung 
vom dritten Grade zwei, vielleicht auch drei verfchiedene 
Wurzelmerte genügen fönnten. Zu diefem Zwecke mollen 
wir den oben gefundenen Wurzelwert zum Unterſchied 
von einem eventuellen zweiten oder dritten mit einem 
befondern Buchſtaben, etwa «, bezeichnen. Wenn wir nun 
ein Aggregat von Größen, das in bezug auf y vom 
zweiten Grade tft, alfo etwa y?--gy-+h mit y oder 
auh mit y— «a multiplizieren, jo wird ein Aggregat 
entjtehen, welches y in Der erjten, zweiten und britten 
Potenz enthält, das wir jomit dem Aggregat „P--py-+dq 
gleichjegen fünnen. Machen wir aljo die Annahme, es fei 

—-)- "+ y+b)=y’+tpy+tq 
fo läßt ſich Leicht Durch eine DVergleihung der beiden 
Seiten diefer Gleihung der noch unbeftimmte Wert ver 
Größen g und h feitftellen. Werden nämlich die einge- 
Hammerten Ausdrüde ausmultipliziert, fo erhalten wir: 
y’+(g—-o)y’+(h—ag)y—ah=y’-+py-+gq ober 

(g—-e)y’ +(h—eg)y—-ch=py+gq. 

Diefer Gleihung wird nun offenbar Genüge geleiftet 
dur die Annahmen: 

g=«,h-og=pw —coh=qg, 

weil durch diefe Annahmen beide Seiten der Gleichung 
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iventifch werden. Aus der zweiten diefer drei Gleichungen 
folgt nun aber, wenn auch hier zufolge der erften Gleihung« 
jtatt g gejeßt wird, 
h—u? = P, 
und fomit wird h= u? +p. Nun muß aber nod die 
legte der drei obigen Gleichungen nach Einſetzen des 
Wertes von h= «u? + p beitätigen, ob unfere Annahme 
rihtig war, da wir alsdann eine Gleichung erhalten, die 
nura, pund q enthält, die alfo von der zwiſchen dieſen 
Größen bejtehenden Beziehung 
po +qg=l(, 
die wir erhalten, wenn wir in der gegebenen Oleichung 
”’+tpytq=0 
o an Gtelle von y ſetzen, nicht verjchieden fein darf. 
Wir erhalten aber auch tatſächlich: 
— o(a +p)=gq, 
woraus ſich durch Yuamultipligteren und Umitellen der 
Glieder fofort die Gleichung #8 +-pa +qg=O ergibt. 
Aus ys — py —29*0 und 
G-)y?+sy+h)=y’+py+q 
folgt nun aber ohne weiteres aud) 
G-)yP?+ytrb)=0, 
und diefer Gleihung wird genügt entweder durch die An— 
nahme y — — O, d. h. y — « oder durch die Annahme: 
y8y rh=0,. 
Setzt man nun alſo in dieſer Gleichung die für g 
und h gefundenen Werte ein, jo wird diejelbe zu: 
y?t+ay+a®+p=0, 
und aus dieſer in bezug auf y quadratiſchen Gleichung 
folgt fomit: 


@ a? 3) 
KR goya ee = p’= We 
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Man erhält fomit für y noch die zwei weitern 
Wurzelmerte: 


ten; 


oder, wenn diejelben mit 4 und y bezeichnet werden: 


0 3 7 
— — —— De 
ß 5 V is P, 
& —— 


Hat man alſo, etwa nad der Cardaniſchen Formel 
einen Wurzelmert berechnet, jo erhält man nun dur 
Einfegen dieſes Wertes in die beiden obigen Öleichungen 
fofort auch die beiden andern Wurzeln der Öleichung. 

Sit p eine pofitive Größe, alſo — p negativ, jo 
haben wir bei Berechnung der Werte von 4 und y (day, 
ſelbſt wenn wir für « einen negativen Wert finden würden, 


* 3 J 
ſtets poſitiv, ſomit in: jtet3 negativ ift), zum erjten 
Male den Fall, aus einer negativen Größe, nämlih aus 
3 
10 — p, die Wurzel ziehen zu müſſen. Würden wir 


3. B. in einem konkreten Fall für — — p den Wert 


— 9 gefunden haben, fo wird doch Feinesfalls für — 9 
+ 3 gejeßt werden dürfen, da da3 Duadrat von + 3 


doch jtet3 nur wieder — 9 ergibt, nicht aber — 9. Wir 
müfjen in diefem Falle dabei ftehen bleiben, zu fchreiben. 


y-°=-VY-1-.(+9- Y-1:V9=3- Bat 


Schuſter, Mathematil. (©. 8.) 
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Alle Größen nun, melde den Faltor Y — 1 haben 
(wofür man häufig auch den Budjtaben i fett), nennt 
man imaginäre oder eingebildete Größen, da man wohl 
mit ihnen rechnen, aber feine weitere Anſchauung mit 
denfelben verbinden fann. 

Die oben gefundenen Öleihungen für den zweiten 
und dritten Wurzelwert hätten wir auch durch folgende 
Betrahtung finden fönnen: Wird der Ausdrud y3 + py 
+ q durd y— « dividiert, jo erhält man: 

G’rpy Fey ng = ee 

—— 


Re ee De 
A | 
ay? — o?y 


Rft=(ptet)y+tq 
Pte)y—zeprtau?) 
Reſt = qgrepte) 

Der lettgefundene Neft ift aber feinem Werte nad) 
ebenfall3 — 0, denn nad unferer Ausgangsgleihung ift 
ja, wenn wir wieder y an Stelle von ſetzen: 
gtep+te)=qtrp+te=arpyty=t. 

Die Divifion ift alfo aufgegangen und daher ift: 
y’+py+g):—-)=y?+toytpta? ober 
y„+py+q=(y-—e)- (y„?+ay+p-+ «?) over, da 
y®?+-py+q=I, fo wird aud 

(y—e)-y?rayt+p+ ae?) = 0 fein müſſen. 

Wenn wir nun für y nidt a, fondern einen andern 
MWurzelmert 8 oder y ſetzen wollen, fo wird, da nicht 
allgemein ⸗ — a = 0 oder y— a= 0 zu fein braudt, 
da aus diefen Gleichungen ja f=ua oder — 4 
folgen würde, eben der Faktor y? +ay+p-+ a? 
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gleihd Null fein müſſen, damit das Produft (y— «) 
-(y„? +oy-+p-+.a?) = 0 fein fann. 

Wir haben fomit wieder die Gleihung 

y? toytp+ar = 0 

gefunden, aus welcher wir oben den zweiten und dritten 
Wurzelwert unferer kubiſchen Gleichung abgeleitet haben. 

Hat man in einem gegebenen Falle auch nur eine 
Wurzel einer folden Gleihung gefunden, fo wird man, 
wenn man dieſen Wert « nennt und in die Öleichungen 
für 4 und y einfett, fofort auch die beiden andern 
Murzeln haben, oder aud, wenn man diefe beiden Glei— 
Hungen nicht gegenwärtig Bat, fie einfach dadurch finden, 
daß man die gegebene Gleihung durch y— « divibiert, 
wodurch man dann eine quadratiſche Gleichung findet, 
aus der man dann leicht die beiden noch fehlenden 
Wurzelwerte berechnen fann. 

So fann man 3. B. für die kubiſche Gleichung 

x3 — 6x? + 11x —6 =(, 
ohne diefelbe erjt in die reduzierte Form zu verwandeln, 
ohne weiteres einen Wurzelmert durch Erraten finden: 
etwa oa —= 1, denn diefer Wert, an Stelle von x gefet, 
macht diejelbe zu einer identiſchen, Da 
EB Be ig, 
Diviviert man alfo nun no den Ausdrud 
x? — 6x? + 11x — 6 durch x-— 1, fo erhält man: 
(x3 — 6x2 + 11x — 6): (x — 1)=x2 Ze 


— 
Reit = — dx? + 11x — 6 
Ex ® 5x 
= Dx-=6 
0x 6 


Beifpiel. 
Setzt man nun alfo x? — 5x + 6 gleich Null, ſo 
folgt aus dieſer quadratiſchen Gleichung: 
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x—9°?=- 2? —6b=3% es iſt alſo 
—— 4, d. h. es iſt: 
—— 


In der find dies die richtigen zwei übrigen 


Wurzeln der Gleichung, denn es iſt fomohl 
35 —6.32411:.3—6=0 als aud 


28.26.92 241296, 


Adıter Vorfrag. 


Eines der wichtigſten Hilfsmittel der Mathematik, 
durch welche allererft die genaue Berechnung von Zahlen- 
verhältniffen, wie folde 3. B. durch die trigonometrifchen 
Funktionen, die Logarithmen uſw. dargeitellt werden, er= 
mögliht wird, bilden die Reihen, deren wichtigſte wir 
nun in nachſtehendem kennen lernen werden. Die Reihen 
im allgemeinen und der am Schluſſe gegebene binomiſche 
Sat im bejondern bilden auch die Grundlage des ganzen, 
ala Höhere Mathematit bezeichneten Wiffensgebietes, 


27. Von den Reifen. Die geometriiche Reihe. 


Unter einer Reihe verfteht man eine Folge von 
Gliedern, die nad) einem bejtimmten Gefebe geordnet find. 
Unterfcheidet jih 3. B. ein Glied der Reihe von dem 
vorhergehenden dadurch, daß es ein beitimmtes Vielfaches 
desſelben it, jo erhalten wir die geometrifche Reihe, 
Mird alfo das erjte Glied derfelden mit a und der für Die 
ganze Reihe den gleichen Wert behaltende „Duotient” mit 
q bezeichnet, fo tft 

das 1. Glied der Reihe a, 


2 " 2 " a4, 
03 " „ aq q — aq2, 
— " „ ag’ q=aag’, 
5. " " " aq? Au aq*, 
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jomit, wenn das lebte Glied der Neihe das nte ift, 
ntes Ölied : aqt—1, 

Wird dasſelbe mit t bezeichnet, fo ijt alſo jetzt: 

bengase (1) 

Bei einer Reihe iſt e3 meist von Wichtigkeit, auch) 
jederzeit die Summe der die Neihe bildenden Glieder 
angeben zu können. Wird dieſelbe mit s bezeichnet, fo iſt 
aljo jebt: 

s=ataq+tag?’+ag?’+...+tagqgrri. (2) 

Wird diefe Gleihung nun mit q multipliziert, jo wird 
das leiste Glied diefer neuen Reihe ag"! - q = ag"; man 
erhält alfo: 
gs=aq+tag?+aqg?’+...+ag"=!+agq... Q) 

Subtrahiert man nun Öleihung (2) von Gleichung (3), 
fo fommen auf der rechten Seite der Gleichung alle Glieder 
mit Ausnahme von a und aq in Wegfall, und man er- 
hält einfach: 

gs —8,d.b.s(lg—I)=a— a=alg"— 1), 
und aus diefer Gleihung folgt alfo: 


gu 


Sit q eine ganze Zahl, jo wird mit größer werdenden 
n au der Wert der Reihe ftändig wachſen und für eine 
unendlih große Zahl von Öliedern jede angebbare Zahl 
überiteigen. Sit dagegen q ein echter Bruch, jo wird auch 
für eine unendlich große Anzahl von Gliedern der Wert 
der Reihe fich doch einer bejtimmten endlichen Zahl nähern. 
Segen wir z.B. a=?2, q=H, jo werden die Glieder 
einer ſolchen Reihe lauten: 


2,2:3,2-4- 4, 2.4. 4-4... ode 





3,4.» 
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1 


9 1 19.1061 
EN 8° *9n— 2 


und der Wert diefer Reihe ift: 


1 
RL, De 
dh WAR 
— 


Für n —0 c(das Beiden für eine unendlich große 
1 
Zahl) wird die Größe on einen Bruch darſtellen, deſſen 


Nenner jede angebbare Zahl überſteigt, ſo daß wir den 
Wert des Bruches ſelbſt unbedenklich vernachläſſigen, d. h. 
der Null gleichſetzen können. Somit nimmt die obige 
Gleichung für die Summe der Reihe die Form an: 





oder, wenn man Zähler und Nenner des Bruches mit — 1 
multipliziert: 


s—=?. 5 2-2—=4 
* 

2=2 In der Tat erhält man, wenn 
bl man eine Anzahl von Gliedern der 
3-05 obigen Reihe, in Dezimalbrüchen 
4 = 0,25 ausgedrückt, addiert, eine Zahl, die 
3 = 0,125 ſich der Zahl A um fo mehr nähert, 
1a = 0,0625 je mehr Glieder der Reihe man in 
37 — 0,03125 Rechnung zieht. So ergeben z. B. die 
— 0,015625 nebenjtehend zufammengerechneten 
Ber 0,0078125 wenigen (die 10 eriten Glieder) 
335 = 9,00390625 die der Zahl 4 ſchon fehr nahe— 

s = 3,99609375 liegende Zahl 3,99609375. 
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38. Brithimetiiche Reihen. 


Unterfcheidet fi der Wert jedes Gliedes einer Reihe 
von dem vorhergehenden durch eine konſtante — d. h. für 
die ganze Reihe fich gleichbleibende — Differenz, fo hat 
man die arithmetifche Neihe erfter Ordnung. Sit Das 
Unfangsglied der Reihe a, die fonftante Differenz d, die 
Anzahl der zu betrachtenden Glieder n, fo wird alfo das 
zweite Glied der Reihe a + d, das dritte a + 2d, das 
vierte a —+ dd, fomit das nte oder lebte, das wir mit t 
bezeichnen wollen, a+ (n-— 1)d, und es ift fomit 

t=a+(n—1)d. 1 

Die Summenformel wird für die arithmetifhe Reihe 
durch die einfache Betrachtung gefunden, Daß, da das vor- 
legte Glied derjelben um d Kleiner fein muß als das legte 
Glied t, alfo t — d beträgt, das vorlette demnad) t — 2d 
ujm., die Summe der Neihe fi in der Form fchreiben läßt: 

s=atat+dt3i+ Ar. ta Zr ar 
oder auch umgekehrt 
s=t+t-d+t—2d+t..+at 2 Far 

Addiert man nun die beiden Öleihungen, fo wird man 
bemerken, daß fich ftetS die d der obern Neihe gegen die 
der untern aufheben, jo daß man nur erhält: 

s+s, du. 2s=a+4t-tatt-t..... ta-+tt, 
d. h. wir erhalten den Summanden a + t fo oft, als die 
Keihe Glieder hat, das ift nmal, fomit tft: 

2 _(@art) 
2s=n(a-+t), und hierauss —.—'n (2) 
oder, wenn man den Wert von t aus Gleihung (1) in 

diefe Gleichung einfegt: 
5 — 2 — 
— Da re N 


2 
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So wird 3. B. die Summe der Reihe, welde von 
den n erjten ganzen Zahlen gebildet wird, d. h. alfo 
die Reihe: 

1,2,3,4, ‘N, 
da für dieſelbe a — 1 und or fonftante Sm d eben 
falls 1 beträgt, zu: 

2 ie 

a. — alſo 3,8. für n — 100 
_ 100. 101 
— 


Iſt die Differenz einer arithmetiſchen Reihe ſelbſt 
keine konſtante Größe, ſondern nimmt dieſelbe von Glied 
zu Glied ſelbſt wieder um einen konſtanten Betrag zu, 
ſo erhält man eine arithmetiſche Reihe zweiter Ordnung. 
Bilden aber die Differenzen einer Reihe ſelbſt wieder 
eine arithmetiſche Reihe zweiter Ordnung, ſo heißt die 
Reihe ſelbſt eine arithmetiſche Reihe dritter Ordnung uſw. 
Wir übergehen hier die Ableitung einer Summenformel 
für dieſe Reihen, da ſie für uns von keiner weitern 
praktiſchen Bedeutung ſind. 


—0 





29, Die figurierften Zahlen. 
Reihen, deren Glieder nad) dem Schema: 


a ala-+l) aa Lana) en 2) (a+3) 
— In. 20°. 0 34 


uſw. gebildet find, wo für a nacheinander bie Werte der erſten 
n ganzen Zahlen zu feten find, nennt man die figurierten 
Bahlen der 1., 2., 3. uſw. Ordnung. Die figurierten 
Bahlen der erften Ordnung jind ſomit nichts anderes als 
die ganzen Zahlen ſelbſt. Um eine Summenformel für 
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den Wert der figurierten Zahlen der zweiten Ordnung 
zu finden, brauchen wir nur zu bedenfen, daß allgemein: 


aa +)a +9) — 





13, DEN 1: 2 
1 
an 5° +(a #2—a3+1)= — 3 oder daß 


ala +1) — ⏑ 
—— — 000, 


Setzt man nun in dieſer Gleichung an Stelle von 
a nacheinander die ganzen Zahlen, jo erhält man: 











a 

WET TER ER 
Ri RI ee 
1 DT TE 
De a 

DD v3 1 per Sy A 
n(n+1)_n(a+1)(n+2) _(m-Nnm+1) 


1-2 1.2.3 1.2.8 


Addiert man nun die ſämtlichen Gleihungen, fo erhält 
man zur linken Hand die gefuhte Summe der figurierten 
Zahlen der zweiten Drdnung, während fih auf der 
rechten Seite jeweils das erſte Glied einer Gleichung 
gegen das zweite der nachfolgenden aufhebt. Es bleibt jo- 

9 
mit auf der rechten Seite nur das Glied el. 


übrig, und es iſt fomit: 
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2 a +1 
a ee En 


ar nr) Un) 

J —28 
d. h. in Worten: Die Summe der figurierten Zahlen 
der 2. Ordnung iſt gleich dem „allgemeinen“ Glied der 
3. Ordnung, und ſo wird man auch finden, daß für jede 
Reihe von figurierten Zahlen die Summe derſelben gleich 
dem allgemeinen Gliede der nächſt höheren Ordnung 
iſt. Um z. B. die Summe ˖ der figurierten Zahlen der 
3. Ordnung zu finden, hätte man von der allgemein 
gültigen Gleichung auszugehen, daß 


ala ) +Ya+3) (a-1)ala-+ 1)(a+2) 





Bire- 
NOES 
— 


TE 1 EISEN 
a(latJ 
2 
=“ U RE ET 


Set man in diefer Gleihung nun wieder an Stelle 
von a nacheinander die ganzen Zahlen, fo erhält man 
analog dem Frühern eine Anzahl Gleihungen, bei deren 
Addition ſich wieder je ein Glied der einen gegen eines ber 
folgenden aufhebt, jo dag fchlieglich nur als Summe der Reihe 

De ae 323 An 

ar state 


——————— 
F Te ver 19 9%301 


d. 1. * das „allgemeine“ Glied der figurierten Zahlen 
der nächſthöhern Ordnung übrigbleibt. 
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Um gleich eine Anwendung der gefundenen Formeln 
zu zeigen, wollen wir einmal unterfuchen, wie fich mit 
Hilfe derfelben für die aus den Potenzen der ganzen 
Zahlen en Reihen, nämlich für 

22, 32:36, 7°, 28 79330 
eine —— angeben laßt. Da für jeden Wert 
von a 

a (a - 1) - a — as, 
jo brauchen wir nur für a der Reihe nach die ganzen 
Zahlen zu feßen, um zu erhalten: 


.2—1 = 12 
= 22 
4—3 = 32 


n(n+1N)—n=n: 
Denn mir alfo diefe Gleichungen addieren, fo er- 
halten wir: 
1. 242 343 4+..:+n(m+1)—(1+2+3+..+n) 
— 12 + 22-32 +,..+n% 
Nun iſt aber 


ala 3.4 n(n+ 1) 
nrntint — Ur 
ne] und 
IHR 43-12 nrdein er — TUN somit wird 


Fr MN. Mal 
12+2?-32-,.,1n?=2- 779, Wu 
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Zimt +1)(? 1 
—n(n-+1) Di vll 


Analog ergibt jih für die Neihe der dritten Potenzen 
oder „Kubikzahlen“ aus der identischen Gleichung 
ala +i)(a +2) = a? + 9a? + 2a: 
— GE 1)(a-+ — — 24. Es wird alſo: 
13=1.2:.3—3-.1?—2-1 
23—=2- 3 4—3- — 2 
33—=-3-.4:5—3-.3°?—2-3 


n®=n(n+1)(n+2)— 3n?2— 2. n, fomit alfo: 


| J n(n+1) (n+2)(n+3) 
424344 TE 


sum+1) (2n-+1) 4 — 
ar 6 2 


ED ut 


zen 


ee 


39, Die binomiiche Reihe, 


Für die 2, Potenz eines „Binoms“ ab haben 
wir bereit3 gefunden: 


Bea abe 
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Wird diefe Gleihung nochmals mit a+ b multipli- 
ziert, jo ergibt ſich: 
a°+2a?b+ab?-+a?b-+2ab?-b3 

oder (a+b) = a’ +3a?b+(1+NM)ab?—+b3, 

Somit wird weiter durch nochmalige Multiplifation mit 
a+b: a+3a?b+(1+N)a?b?+ab?+a?b-+ 3a?b? 
+4+2)ab’+bt; 

d.h: a+b)=at+4ab+(1 +2 + 3)a?h? 

+1 +14+Nabt + be; 

Und ebenfo (a+b)?’= ad +4atb+(1+2+3)a?h? 
+4+14+9a? b?>+ab?-+-a*b--4a?p?+(1-+2 — 
42014 =; T2)abt-Lb5, 

— 
oder (a+bP — ad +datb+(1+2+3-+ A)adb? 
+(414+1-+2-41+243)a®b°-+(1+ 1-14 2)ab2 Ep5, 


Daher wird allgemein: 
(a+b)"=a"-Hna"1!p+(14-2--3-+4--...+-n— 1)at-2p2 
HIHIH2 HI H2434. HE2HB+.  on 2)an the 

+..4+ DD", 

Nun Stellt aber der Falter 1-2 +3 +A4-... 
—+n— 1 nidt3 anderes dar als eine arithmetijche Reihe 
1. Ordnung, deren Summe zu 


ame 








ſich ergibt. 
Um den Wert des Faltors (141424 1+2+3 


+,.+1+24+3+:n—2?2) zu finden, brauchen wir 
nur wieder jedes Glied 1, 142, 142-3 uſw. für 


fih als eine arithmetiſche Reihe \e aufzufafien, dere deren Summen 
ih aljo ergeben zu: 
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2 

1 N Er 
—— — RN 
N A 
aeg = 


na ne an e 


Diefe Summen ftellen alfo wieder die figurierten 
Bahlen der 2. Ordnung dar, deren Gefamtwert fih da- 
her darftellt als 

(n—2)(n—1)n 
TEEN re 

Daher iſt alfo 
3 LINES, In 2 

— — — — — — Sn ernennen nn mn 


J nn 1) -. 
a — aA 


jomit wird 
(a: Be am Enlas-ih Er un en q4n-2H2 
RR But 
ee), n-3h3 4 sehn, 


und es läßt fih nun leicht ſchließen, wie die durch Punkte 
angedeuteten Glieder heißen müſſen. Wie auch eine 
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weitergeführte Ausrechnung ergeben würde, lauten diefelben: 
n(n— Fe 2)m—3) 


an 
OB be, 
a — 
123. Ta 


Für (ab)? ift die Anzahl der lieder der Reihe 
3, für (a-+b)? beträgt fie 4, für (a+-b)" fomit n41. 
Das vorlette Glied der Neihe wird alfo das nie der 
Keihe fein und daher lauten: 
n(n- BEL EN (n—-(n—2)) an 
ET TE | 
ad ni 


Ve Es 
Die „Binomial-Roefficienten“ n, a = 


derholen fich alfo einfach von hinten nach vorn, das dritt: 
legte Glied wird fomit lauten: 
BT asp: uw. 
Diefe, erftimal® von Newton angegebene Reihe 
wird die binomifhe Reihe genannt. 
Geben wir — b an Stelle von b, fo werden alle gerad: 
zahligen Potenzen von — b, wie ( Ds —b 
eg politiv, Die ungerabzabligen, wie (—b)’= —b 


%c. wie: 











—b- —b= — b? negativ; die Reihe lautet dann alfo: 
(a—bjt = at — na! b+ A ans 
 n@a—-1)m—2% — 


1.2.3 
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Sit n eine ganze Zahl, jo wird die Neihe da ab- 
brechen, wo im Binomialfoeffizienten eritmals der Faktor 
n—nd2.h.0 auftritt. Iſt dagegen n eine negative oder 
gebrochene Zahl, jo wird die Neihe eine endlofe Anzahl 


von Gliedern haben. Sebt man nämlich 3. B. - an Stelle 


Nero 
1 rn 


* 
(a+b)" oder Ya+b=a" + an +45 a.32ch® 


el), 


— 8 | 
+ n 3 
— ———— a BFH 


von n, jo erhält man: 





Eine zum Zwede des Wurzelausziehens fehr bequeme 
Reihe erhält man, wenn man an Stelle von a+b den 


4 














diefem Binom identischen Ausdrud 5 fett. Man 
ae 
erhält hierdurch: 
: di : ER. 
2: an —— b n 
e 1 an Da le 
ar * b jr - | =) 
a-+b 
oder, wenn man nun das Binom 1 — R nad dem 
Bi ab 


binomifhen Satze entwidelt und dabei berüdfichtigt, daß 
alle Potenzen von 1 felbjt wieder 1 find: 
Schuſter, Mathematit. (©. R.) 8 
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er b a b \2 
(4byn as | JJJ —— 
Bares 
alt — Fan i 
Tanz 


Setzt man nun noch c an Stelle von a", d.h. c" an 
Stelle von a, fo erhält man die Reihe: 
rn 1{n bh 2 
— u ei 1 —— 
rar s | IE yet Se +b) An 2n2 Fr — 
‚Arm di m, be 
Jan? ehr Tre 


Set man hierin z. B.n—2, fo erhält man: 
IR b A b 5 
Verb-el: J en) 


17,955 b 5 
RER (Fr) 4] 
und zwar geftattet hier die Form der Glieder eine folde 
Mahl der Größen b und c, daß der Zähler, d.i. b, mög— 
lichſt Hein, der Nenner möglichſt groß wird, fo daß die 
Glieder der Reihe an Größe fehr Tchnell abnehmen, oder, 
wie man jagt, die Reihe raſch „Tonvergiert”, fo dag ſchon 
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wenige Glieder einen für die meilten Fälle hinreichend 
genauen Wurzelwert ergeben, beſonders wenn man die zu 
radizierende Zahl zuvor mit einer geeigneten rationalen 
Zahl multipliziert. Anjtatt nämlich z. B 


2 — 1 Tugeet 
V?=Y1+1=- ea tar 2, 
zu ſetzen, iſt es noch vorteilhafter, zunächſt für 2 die Zahl 
72014 


— —— —55 zu ſetzen, fo daß man für V2 die Reihe 


erhält: 
— 1,25 7 1 0 1 
Bu‘ 2 Ze —“ ern: 
ent: Er sts or | 
— 1,40,014-+0,00021-+...=1,41421.. 
3 
Oder e8 fei Y3 zu beftimmen, Setzt man hier 
BI, _. 2187 
5 — —— oder, da die der Zahl 2187 zunächſt 
liegende dritte en einer ganzen Bahl 2197 — 133 ift: 





en — 
Vs Wir haben alſo in der Reihe für 
1 


(e® + b)" zu fegen: n=3, ce=13, b=— 10 und bie 


ganze Reihe mit — g du multiplizieren. 


On dran berechne auf diefe Weife: 


3 


y 10. 2öfung: 2,1544; 1089. Löſung: 5,7446. 


8* 


Neunter Vortrag. 


31. Die logaritfimiiche Reihe, 


Setzt man in der binomifhen Reihe für (a — b)" 
zunächſt die Größe a—=1, jo erhält man: 


+ bp Add HA a, A 


a 2) I 
1.2.3-4 — 
— 





n2 

















—— n⸗ 1983 
3 ET —— sh4 
Tata en 
aa le 
ee 


oder, wenn man die Glieder nach jteigenden Potenzen von 
n zujammenfaßt: 
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er b2 b> bi 1-12 





1.244493 ,, * 14943 
BREI gu J orez er I —b* 
n? 

RÄAFLORE 

h2. h3..H8 im; n2 
144 ..)n4 (B2mbe4gben.) 
4 (B5b°+ — (1) 
eat 
2 3 4 
Nennt man den Wert der Hehe DIL Sun ut 


et fl 


2 3 4 2 3 4 
> et.) (be 


11 | 
2. 2.:0,h3 —— nen 
oder c?—=b?—b’ + 5b —T 
Dieſe Reihe ſtimmt aber genau mit derjenigen über— 
2 
ein, welche in Gleichung (1) den Faktor von, bilbet, und 
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3 
ebenfo würde man finden, daß der Faktor von * 3 nichts 
anderes ilt als cd. Man vr rn einfach : 


Cu 
U ee Ds 
— 0% c!n® 
9 
T TEE (2) 
2 3 4 
wo aljo un . . + bedeutet. (3) 


1 

Für den fpeziellen Sal en = 1, wird n = = und 

die ri (2) wird zu 
1 1 1 

(14 be ir arten en 

Der Wert diefer Reit iſt jedenfalls eine endliche 
Zahl, und zwar eine folche, die Kleiner ift al8 der Wert 
von 1 plus der geometrifchen Reihe u = 


J + ..., da die Brüche dieſer Reihe vom 


zweiten Gliede an einen Fleinern Nenner, fomit einen größern 
Wert haben als die Brüche der Reihe 1 + 


1 
+3 + J—— 


Nun iſt aber PR Summenmwert der obigen geome— 
— 
triſchen Reihe — La alfo für unendlich viele Glie— 


2 


Die logarithmiſche Reihe, 119 


der: TASK — — 
ST ee 


2 7 


1 
—2, fomit t.1+1+47 


olr| 


— — +,..=142=3, En überfteigt ver Wert der 


Reihe 1-1 - en nn an 


jedenfalls die *— 3 nicht. Eh man eine größere 
Zahl von Gliedern der Reihe, indem man die gemeinen 
Brühe in Dezimalbrüche verwandelt, jo erhält man: 
0,5 
0,166666666 
0,041666666 
0,008333333 
0,001388889 
0,000198413 
0,000024801 
0,000002756 
0,000000276 
0,000000025 
0,000000002 
Z, 718281827 
Eine noch genauere Berechnung würde als Wert 
der Reihe die Zahl 2,718281828459 ergeben. Diefe 
konſtante Zahl wollen wir für die Folge ſtets mit e be- 
zeichnen, fo daß wir dur Einführung dieſer Größe in 
unfere früher gefundene Reihe die Gleichung erhalten: 
1 


Kalbe ib 
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oder, wenn die Öleihung auf die Potenz c erhoben wird: 
1 -+-b=e‘, 

Diefe Oleihung ift nun vorzüglich geeignet, die 
Grundlage zur Berechnung eines Logarithmenſyſtems mit 
der Baſis e abzugeben. Da in diefem Falle aljo ce der 
Logaritbmus der Zahl 1 + b zur Baſis e ift, den man 
allgemein al3 „natürlichen Logarithmus“ bezeichnet (loga- 
rithmus naturalis, wofür wir in der Folge in abgefürzter 
Form In fchreiben wollen), jo haben mir, da nunmehr 
c=In (1 + b) ift, in Gleichung (3) eine Reihe, die uns 
die bequeme Berechnung diejes Logarithmus geftattet. Es 
it nämlich) gemäß Gleichung (3), wenn wir daſelbſt eben- 
fall3 In (1 + b) no ce ſchreiben: 

b3ar ıb*:. -b% 
Ini1+b)=b u. Ton t men 

Für ein negatives b * wir auf demſelben Wege 
finden (oder auch dadurch, daß wir in obiger Reihe — b an 
Stelle von b fegen, wobei dann (—b) - (—b)=b?, 
(— b)?’ = — b? wird, fomit alle Glieder der Neihe das 
negative Borzeichen erhalten: 


ni—b)=—-b— —- — — — - — —— — 


2 3 5 
ini ps rar er re 


Addiert man nun die Öleihung für In (1 + b) zu der 
lebtgefundenen, jo ae man: In(1+b)—In(1 —b), 
i-+b > Bea 
d. h. nad) Früherem: In — — ar. 
m lan 
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— 





In 


Wir brauchen alſo jetzt nur eine Zahl a, deren 


natürlichen Logarithmus wir berechnen wollen, — — 
zu ſetzen, dann finden wir aus 

Kb 

Ankh 


ſtets leicht den Wert, den wir in der Reihe auf der 
rechten Seite für b zur Berechnung zu feßen haben und 
der jtet3 den Vorzug haben wird, ein echter Bruch zu 
fein, wodurch die Glieder der Reihe jehr raſch in ihrem 
Werte abnehmen, — die Reihe „Eonvergiert ſtark“, mie 
man jagt, — fo daß ſchon eine verhältnigimäßig Kleine 
Zahl von Gliedern genügt, einen relativ genauen Wert 





des In a zu liefern, Aus a = N folgt nämlich 


L—b 
a—ab=1-bovera— 1=b(a+ 1), und hieraus ift: 
aa 
are 


Sit alfo a eine pofitive ganze Zahl, fo wird ftets 
der Zähler a — 1 Eleiner fein al3 der Nenner a + 1; 


daher wird, wie oben behauptet wurde, F ſtets ein 
fein. Setzen wir . B. a=2, fo wird 
irre N 

ER, 

jomit erhalten wir für den In 2 nach Gleichung (4): 


b= 
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1 Er a 
Mor, Hi 4 
ine — ru DT 





FR (i 1 1 TR 
ER u TG Fe 
= (1 + 0,037037 + 0,002469 -+ 0,000190) 


= 0.093134 

Wegen der wenigen Glieder, die wir bei der Berechnung 
verwendet haben, fann der gefundene Wert natürlich nur in 
den eriten Dezimalitellen genau fein; trogdem weicht er erjt 
in der fünften Dezimalftelle vom mahren Werte ab, da 
wir durch Beiztehung von noch mehr Gliedern der Neihe 

In 220 Do Ta ae 
finden würden. 

Es iſt Har, daß 3. B. der In 4 nicht bejonders 
berechnet zu werden braucht, denn er ergibt ſich ſowohl 
als Logarithmus von 2? ala auch von 2- 2 zu 2- In2 
oder in2 + In? = 1,3862944 .. 

Für die Berechnung des In einer Zahl, die um 1 
größer it als eine Zahl, deren In man fchon berechnet 
hat, läßt fih mit Vorteil von folgender Formel Gebraud) 
machen: Aus der Gleichung 


— 1 
In(a — J In (i —;) 
a a 
folgt nämlich: 
Ina = In(a — 1) — In (i — 
Um alſo z. B. den In 5 zu berechnen, hat man: 
2 1 
Ind = In4 — In (1 =, oder, da In 4 bereit3 zu 
1,5862944 gefunden wurde und 
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1 N 1 1 1 
In (i — nach Früherem — — F SIEB 








ot 
* 

au 

© 
D) 


1 
107 tr 3125 +.) 
= 0,2231306. 

Es wird alfo; 

Ind = 1,3862944 -- 0,2231306 = 1,6094250 . .., 
während eine nod genauere Berechnung 1,6094379 er- 
geben würde. Aus den gefundenen Logarithmen Der 
Zahlen 2 und D ergibt fihb nun 3. B. auch der In 10 
a8 In2.5 = In? + 1nd5 = 2,3025851. 

Mittelit des In 10 läßt fih nun jeder natürliche 
Logarithmus in einen „Lünftlihen”, d. h. einen folchen 
zur Bafıs 10, wie folde bei praftiichen Berechnungen 
meiſt verwendet werden, umrechnen. Es iſt nämlid) aus: 

a = elta und à — 10log a, elna — 40loga, 

Nimmt man von diefer Gleihung die natürlichen 
Logarithmen, d. h. ſetzt man den natürlichen Logarithmus 
der linfen Seite der Gleihung dem der rechten gleich 
— als Logarithmen von Potenzen —, fo erhält man: 
Ina - Ine = loga - In 10, fomit ift: 
ne. litten 1 0,4942945 41 
in, 25098851... 7 Be 

Nimmt man dagegen von el"? — 101082 die künſt— 
lichen Logarithmen, fo erhält man: 

Ina-loge =loga- 1. Es tft alfo: 
Ina - loge = 0,4342945 - Ina, fomit: 
loge = 0,4342945, 
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Die Zahl 0,4342945 heißt au der Modulus der 
fünjtlihen Logarithmen. Es ift alſo z. B. fra=?2 
auf 5 Dezimalitellen: 

log 2 = 0;4342945.-. 0,6931472 = 0,30103. 


Übungsbeifpiele. Man verfudhe, die natür- 
Iihen und Fünftlihen Logarithmen nachitehender Zahlen 
zu berechnen: 


7 11 13 
Löſung: YIm : 1,91591,  2,39789 2,6495 
Log : 0,84510,  1,04139 1,11394 


32. Die trigonometriichen Reihen. 


Wir ftellen uns hier die Aufgabe, den sinus und 
cosinus eines (ſpitzen) Winkels « darzuftellen in Form 
einer nach Potenzen des (im Bogenmaß ausgedrüdten) 
Winkels fortichreitenden Reihe und ſetzen zu dieſem 
Zwecke: 


sina=a+Aa?+Bo’+Co+Do5+Eas+ ... (1) 
coso=a-+ba +co? +do? tea +fad +... (2) 


Für «= 0 ergibt Gleichung (1) die entige 
Sleihung 0 = 0, während Gleihung (2?) cos O d. i. 
ey 

A 
ergibt. Mittelit der befannten Beziehungen sin?« 4 cos’« 
— 1 und cos?« — sin?e = cos ?a können mir nun 
fofort zwifhen den Gleichungen (1) und (2) eine Be— 
ziehung heritellen, durch welche wir die und noch unbe= 
fannten Koeffizienten b, c,d,.., A,B,G.... bejtimmen 
fonnen. Nun ift 


Neihen für sin und cos. 


sinda=(@a+ Au®+ Bu°+ Co®+-Do°’+Eua® + 


o®+Ao®+ Bo?+Co5 +Do® +Eo! —+ 
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* 


-(@a+ Ao?+ Bas - 00+Do5-+-Eoa8 4.. ..) 


r+ 


—+ Au®+A20+ ABo5+ACad + ADaT— .., 
+Bo* + ABoa5+B?a6 +BCoT +... 
+60? +ACod+-BCaT +... 

+Do® +ADoT +... 

+EoT —... 

+... 


d.h. sin?a = a®+ 2 Aa®-+ (A?+2B)a® +2 (AB-+0)o 5 


AR —— 


und 


cos? =(l1+ba +ca? +dad + eat + fo5+.. 
- A+bo+co?+dod + eat + fod-+.. 


\ 
.) 


1+be +cae +de eo + fod-+... 
— ba —b?a?+beo? +bdot+beod-+... 
+ ca? +bea? + c?a*+cdad-+... 

+ da? +bdo®-+cda’-+... 

—+ eat +beo’d-+... 

+ faod +... 


+(2bd +c?+?e)ae+2(be+cd+fad-+.... 


(4) 


Durch Addition der Gleihung (3) und (4) erhält 


man alfo: 
sin?« + cos?a, d. i. = 02 +?2Ao® + (A? + 2B 


Ja“ 


+2(AB+C)a5+ (2AC+B?+ 2D)a® + 2(AD--BC 


+E)oT +... 


+14 2ba + (b?+ 20)0?+?2(be+d)o® + (?bd + c? 


+ ?2e)a +2(kbe+cd+NfNed-+.., 
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oder, wenn man auf beiden Geiten der Gleihung die 1 
mweghebt und dann die ganze Oleihung durch « Ddivibiert: 
0=a-+?2Aa?+(A?+2B)a®? +2(AB+C)a + (2AC 
. + B?+2D)o® + 2(AD+BC+E)a® +...—+ 2b 
+ (b?+ 2c)a + 2(be +d)a? + Bes — 2 u 2e)a® 
+2(be+cd+- fa? +... 
und diefe Oleihung wird für a = 0 u 0 = op, oder es iſt 
=(, 

Dadurch vereinfacht ſich aber die vorjtehende Gleichung, 
wenn man in derjelben b—= 0 jest und dann auf beiden 
Seiten durch @ Dividiert, zu; 

0=41--?Ao + (A?+?2B)a®+2(AB-+ C)a3 
+(2AC+B?+2D)a+2(AD+BC+Eu5-+ ,. 
+2e + ?2de+(e® + 2dJa+2(ed+Tar+ 
und diefe Gleihung wird für « = 0 zu 


{ 
0=1+4%,0h.Bille=—.. 


Durch Einſetzung diefes Wertes von ce in voritehende 
Öleihung und hierauf vorgenommene Divifion derfelben 
durch a wird Diefelbe zu 
0= 2A + (A? +2B)a + ?2(AB + C)a? + (2 AC 
— B?+2D)o®? +2 (AB+BC + EJa!+.,.+2d 

———— 
und dieſe Gleichung wird fra = O u0 = 2 A-+ 2d, 
d. h. e iſt 
A⸗— d. 
0=A?+2B-+2(AB-+ Ca + (?2AC-+B?+2D)o? 


1 
H2(AD +BO+E)as+..+3 4204 2(-S) at .4 
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fomit für «= (0, 
0=A:+2B+7 +% 
und dadurch wird obige Gleichung zu 
EB ⏑⏑600 
d 
BR ar 2 (eh 
alfo fra = 0: 
0=2(AB 10) +2 (5) oder 0—= AB-+C ve 
Andererfeits erhält man, wenn man Öleichung (3) 
von Öleihung (4) abzieht: 
cos?« — sin?a, d. i. cos 2a, alfo die Reihe: 
atb- 2a tea) d (20)* (20) +FQRo)-+.... 
— 1 + 2ba + (b? + 2e) ad-+2fbe +d)us + (2bd 
+c?+2e)a +?(be+cd+f)ad +... — 0? — 2Au? 
— (A?+2B) 0 — 2(AB+C)ad — (2 AC+B?-+2D)a® 
— R(AD+BC-+E)o! —,., 
oder mit Einſetzung der bereit3 gefundenen Werte: 
1 — 242 8da3 + 16ea +32 5 + ,.=1— u? 
+ ?2dad + (4+2e) ot +2 (2-5) a34+...— u?—2Au? 
ee en 
— 2 (AD-+BC-E) a! — 
was ſich zufammenziehen läßt in: 


8da?— 1620 +32{od +... = 2de? + = +2) at 


+? (9) @5+..— 2Aad—(A®+2B)a—2(AB+C) as 
- —(2ACHB2-42D)a°—2(AD-+-BC+E)a? —... ober 
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6d116en+32faı tr. — (4+2e)«+2 — 


— 2A—(A?+2B)a— 2(AB+C)a?—(2AC+B?+2D)u? 
— 2 (AD+-BC-+E)a® —..., woraus für a = (0: 


6d — — 2M oder A= — dd folgt. 
Da wir aber bereits A = — d gefunden haben, fo muß 
— d — — 3d over ?2d = 0 fein, woraus alſo ſowohl 


d=0 als auch A—O folgt. Die obige Gleichung ver— 
einfacht ſich ſomit zu: 
16e + 32a +..=1-+2e + 2a ., 
—2B 20a —(B?+2D)a 2 BOCH We 
woraus für a = 0: 
16e=4-+2e— 2B folgt. 
Aus der früher gefundenen Gleichung 
0=A?+-2B+1-+2e, 
die wegen A = 0 zu 
0=2B+4-2e 
wird, und der Öleihung 
16e=1--.2e — 2B 
folgt nun durh Addition 
16e = 4-+-4e, oder es ift 
1 1 
Dr Dil — 


er +9)= 173 


Gebt man die bis jebt gefundenen Werte der Koeffi- 
zienten A,B,...,a,b,c.. in die Gleichung (1) und (2) 
ein, fo erhält man: 


ſomit 
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* 

23 und 
a* 

csa=1--, ae VERS R 


Es iſt nun 4 — und würde auch durch 
eine weitergeführte Berechnung beſtätigt werden, wie die 
weiteren Glieder der beiden Reihen heißen müſſen. Für die 


Sinusreihe würde man als nächſtes Glied + ie, 5 


a6 
—— 6 erhalten. Statt 


1-.2.3-.4.5 ſchreibt man kürzer auch 51, ftatt 
1.2.3-.4.5.6 Ddementjprehend 61. Die beiden 
Reihen lauten alfo nunmehr: 


für die Eofinusreihe — 


$ 3 a3 a? d 
U 0 — tun Fe te 
a at m Ai 


a6 


BETEN 
EL SE u ee air 


33. Die zyklometriichen Reihen. 


Um einen Kreisbogen darzuftellen in Form einer 
Reihe, die nach jteigenden Potenzen einer trigonometrifchen 
Funktion, etwa sin«, gebildet ift, fegen wir: 

a=A-+Bsin« + Osin?®« + Dsin®« + Esin®« 
— Fsind« + ..., woraus fih zunädit für a = 0: 

=A+0O oder A— O ergibt. 


Mir brauchen nun nur noch an Stelle von sin« 
die im vorjtehenden H gefundene Reihe zu ſetzen, um zu 
erhalten: 

Schuſter, Mathematik. (©. R.) 9 
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En — 
— 


2 044 3 Bu. 
+Das(1 Be iu 9) +Ear 1548, — 


— 1 5! 
a? a* 5 
+re 1544 —..) er 


was fich durch Divifion mit a vereinfacht zu: 


et Eh 
1B(1 5,4572.) 0a MET 


at 


Ruth 3 a2 


— a4 5 
und woraus für « = 0 
IB oder Di > 


folgt. Die obige Gleihung wird aljo nun zu: 


Ma una RR 2 
I cal ———— +...) 
wad nad Weghebung der 1 auf beiden Geiten und nad) 


Divifion durch d zu 
0 a3 a2) 48 
N. 


a* 


a u? 
Do ne + — ae 
5 
ref a R 4... wird, 


) 
) 


Für & = O verbleibt von dieſer Gleichung nur: O=C oder 
G=0, wodurd fich die vorſtehende Gleichung vereinfacht zu: 
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1 a? a , o# 3 
ee | 
0) — —* 3! ! — m 5! D ‚N 1 3 ! | 5 +0. 


+ 
4 u a8 5 
+... um — folgg a = 08%: 
1 
2 ® | 
Es bleibt alfo, wenn wir berüdjichtigen, daß: 


a? 


uw? , 0# 3 Ar 
Ben 143 — =.) 


5! 
Be a x a —— a 
et. ed 2 
ia +++) 


ee leere.) 
2 2., j0 Haß. allo für « — 0 

E50 
folgt, und die vorftehende Gleichung wird zu: 
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d 4 1 a? 
0 ei — 


a? een —— 5 5 
ara) Fa tg) 
a2? a* 
Hr (1-4: ar 
jo daß wir alſo fra = (0: 
1 
nn 


erhalten, und hieraus folgt: 
1074 
a DER 3 
1- 


ir 
29 2 a : 5 
Als weitere Bier würde man auf diefe Weife finden: 








Qu 
— 








ER 
G=0 m H er 67 fo daß alſo die ge- 
ſuchte Reihe jett ya 
1 sin?« - sind 3 - Dsin’« 





Angie) a. an — 
+ ..., worin das Bildungsgeſetz der Glieder leicht zu 
erkennen ift. 

Diefe Reihe ift nun fehr dazu geeignet, die Zahl zz zu 
berechnen. So iſt z. 5 für einen Winfel « = 30°, 


% 

dejjen Bogenmaß alfo an =7 und sin 30° nad) 
1 

Srüherem = 7 iſt: 

[We mern... 

— .. oder: auch: 
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a-34 +; na er = 3,141(16), 


Eine weiter fortgeführte Rechnung würde für Die 
Zahl m den genaueren, in $ 23 angegebenen Wert 
ergeben, der, mie man fieht, mit dem oben gefundenen 
troß der wenigen hier benüßten lieder der Reihe ſchon 
bis zur 4, Dezimalitelle übereinjtimmt. 

Um o durch Potenzen des Coſinus auszudrüden, 





7T [2 
jege man 5 — a an Stelle vona. Da sin —— 
= coso iſt, fo erhält man alſo: 
7 1 cos? 3 cos? 
y T0= 0080-77 3 m. . oder 
7 1 cos®« 1- 3cosd«a 
u = — (0050 — < + I — 





2 2 3 2u/4 5 


Setzt man analog: 
a=A-+Btga- Ctg’a + Dtg’o —..., 
jo wird zunächſt, da für = 0,0 — A folgt, die Reihe 
gejchrieben werden Tünnen: 











sin sin? \ 
— — +... era. cosa=Bsin« 
COS“ cos?“ 
9 8 y 4 
sin? «a sin? 0 m 
—— — D .+ oder «(! we Fe, J 
J pe Are sitz 
43 2 
36 Sun a — 
= Ol — — re a — 
3] 5! u —* ot Tr 
CHARITE 


und. hieraus folgt: 
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0 of 0 04 
— — hr — — 


oder für — (0, B= 1. Somit wid: 


a a? 7 a? 
Tan . Sl 
2 2 
1 ey .) 

31 Det 
HT 
— (1-5 ) 

Hieraus folgt für «a = 0, C = (0, fomit wird: 
— 1,08 DU-..) 
u Te 3 

Be; 
— .. und hieraus: 
1 1 1 
sn ne 
Als weitere Glieder würde man finden: 


1 
Ee=M TE — ee ——— — uſw., und die Reihe 


heißt alſo jetzt: 


1 1 1 
o = tga — 3 tg°« 5 tg?’a — tglat ... 
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Für a — 7 folgt hieraus, da tg 7 zn 


7t 1 1 1 
1 —- 1. — — RR 2 ur RR 


Diefe Reihe wurde erſtmals von Leibniz (1646 


— 1716) angegeben und nad ihm die Leibniz'ſche Reihe 
genannt. 


Zehnter Vortrag, 





Wir wenden und nun, nahdem wir die wicdhtigften 
geometrifhen Gebilde der Ebene nach ihren charalteri- 
ftifhen Eigenschaften und ihre Berechnung kennen gelernt 
haben, der Betradhtung von Gebilden des Raumes zu. 
Die Lehre von diefen Gebilden heißt Stereometrie, 
und als die wichtigſten, Der Berechnung mit elementaren 
Hilfsmitteln zugängliden Gebilde diefer Art find zu 
nennen: Der Würfel, das Barallelepipedon, das Brisma, 
die Pyramide und die Kugel. 


34, Die kehre von den geomefriichen Körpern, 


Einen von lauter Duadraten eingefchlöffenen Körper 
oder Raum nennt man einen Würfel, Da fich auf jeder 
der vier Kanten des Grundflädhenquadrats ein Quadrat 
erhebt, jo beträgt Die Zahl der Seitenflähen des Würfels 
vier, mit dem Ober- und dem Grundflächenquadrat zu: 
ſammen alfo ſechs. Man nimmt einen Würfel, deſſen 
Kantenlänge die Einheit des Längenmaßes iſt, als Ein- 
heit des Raummafßes an. Um den Inhalt eines Würfels 
von der Kantenlänge s zu finden, denken wir uns das 
Grundflähenquadrat in s-s = s? Quadrate von der 
Längeneinheit eingeteilt. Um dieſe Einheitsquadratflächen 
nun mit Würfeln belegen zu können, deren Kantenlänge 
gleich der Längeneinheit ift, bedarf es alſo s? Einheits- 
würfel. Da viefelben die Höhe s ausfüllen, fo müfjen 


9 
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wir s Jolche Lagen von Einheitswürfeln aufeinanderfchichten, 
um einen Würfel von der KRantenlänge s zu erhalten, und 
hierzu jind aljo s- s? = s? Einheitswürfel erforderlich. 
Man findet alfo den Inhalt eines Würfels (cubus), wenn 
man die Länge der Kante desfelben auf die dritte Potenz 
erhebt. In analoger Weiſe, wie man den Fläkheninhalt 
eines Rechtecks auf den eines Quadrats zurüdführen Tann, 
fann man num auch den Raum- oder Kubilinhalt eines 
Körpers ermitteln, der, anftatt von Duadraten, von Recht— 
eden oder PBarallelogrammen eingefchlofjen ift (Parallel- 
epipedon). Ein von mehreren Ebenen mit parallelen 
Durchſchnittslinien eingefchlofjener und durch zwei parallele 
Ebenen begrenzter Körper heißt Prisma, defjen Kubif- 
inhalt fih als das Produkt von Grundfläche und Höhe 
(jenkrechter Abſtand Der beiden Grundflächen voneinander) 
ergibt. DVerbindet man die Eckpunkte eines Vieleds durch 
gerade Linien mit einem außerhalb dieſer Fläche liegenden 
Punkt im Raum, fo entfteht eine Pyramide, Man 
fönnte alfo auch Jagen: Eine Pyramide ift ein Körper, 
der begrenzt wird von einer ebenen, geradlinigen Figur 
als Grundflähe und fo vielen in einer Spite zufammen- 
ſtoßenden Dreieden, als die Grundflähe Seiten hat. 
Denkt man fich ein dreifeitige8 Prisma durch zwei 
Ebenen BCD und CDE in der Weiſe gefchnitten, wie 
dies aus der Figur erfichtlich, fo ent _, 
ftehen die Pyramiden ABCD, DEFC 74: *° r 
und BCED, die gleihen Kubifinhalt 
haben, weil die erjte und zweite Die 
gleichen Grundflähen ABC und DEF, 
die zweite und dritte die gleichen Grund— 
flähen FEC und BCE und gleiche 
Höhen haben. Der Inhalt der Byra- € 3 
mide iſt jomit gleich dem dritten Teil ” 


E 
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des Inhalts eines Prismas von gleicher Grundfläde und 
gleicher Höhe. Wenn man alfo die Höhe desfelben mit 
h, die Grundfläche mit g bezeichnet: 4 gh. 

Denkt man fih ein Rechteck um eine feitgehaltene 
Geite gedreht, fo bejchreibt das Nechted einen Raum, den 
man einen (geraden) Cylinder nennt. Dreht man ein 
(rechtwinkliges) Dreied um eine feiner Katheten ala Are, 
jo entjteht ein (gerader) Kegel; dreht man endlich einen 
Halbfreis umden Durchmefjer als Are, fo entjteht eine Kugel. 

Ebenfo wie man den Kreis als ein Polygon von 
unbefchränft vielen Seiten betradten fann, kann man aud) 
einen Cylinder als ein Prisma und den Kegel als eine 
Pyramide mit unbefchränft vielen Seitenflähen betrachten. 
Demzufolge wird alfo der Nauminhalt eines Cylinders, 
deffen Grundflähe den Radius r hat und defjen Höhe h 
it, ar? h, und der eines Kegel von der Höhe h und 
dem Grundflädenradius r 

zr?h 
> 
fein müffen. Denkt man fi) ferner die Kugeloberfläche 
in eine unbeſchränkt große Anzahl von Vielecken zerlegt 
und verbindet man die Cdpunfte derjelben mit dem 
Kugelmittelpunft, fo entjtehen Pyramiden, welche alle 
die Spige im Kugelmittelpunft und den Kugelradius r 
zur Höhe haben. Bezeihnen wir den Flächeninhalt der 
einzelnen Bolygone mit f,, fo,. +. . fü, Jo ift alſo, wenn 
wir den Flächeninhalt der Kugeloberfläche mit O bezeichnen, 
DH See 

und der Nauminhalt der einzelnen Pyramiden zufammen, 
d. i. der Rauminhalt der Kugel: 

in f fi: 


le Be — 
a ah ta + .. Fi) 3 O. 
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Der Rauminhalt der Kugel iſt hier alſo ausgedrüdt dur) 
den Radius und die Kugeloberflähe. Da wir aber den 
Inhalt der letztern noch nicht fennen, fo fuchen wir den 
Inhalt der Kugel dur den Radius allein auszubrüden, 
was möglih fein muß, da ja die Größe einer Kugel 
durch ihren Radius allein fchon beitimmt ift. 

Denkt man fih zu diefem Zwede eine Kugel durd) 
parallele Schnitte in eine unbefchräntt große Anzahl 
Scheiben von der Höhe ô zerlegt, jo werden mir diefe 
als Cylinder von unbeſchränkt Feiner Höhe betrachten 
fönnen. Iſt deren Anzahl n, fo B Ag. 19 
iſt alfo der Kubilinhalt der Kugel 
gleich der Summe diefer Cylinder 
— 8. Nun ift aber, wenn mir 
den Abitand eines Schnittes vom 





— TR 





Kugelmittelpunft mit h bezeichnen, y 
2 y Ha uno nd. 
Es ift alfo nun: 
ae 02 2212 (20), 9 2—=r°—(30)° uff, 
jomit: 


hy =.2x,2d = nd — nd), 
2 — — = ıır?d — n?22Ö°, 
In = AXy 0 = nı?2d — n?d?, 


alfo der Rauminhalt aller Kugelfcheiben von A bis B, 
d. i. der Halbfugel: 
J =nardd — nd?’ +2? 4 32 . .. n2) 
WELL 
2) — nd? ee ar a rn 


=nntr 
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oder unter Berüdfihtigung, daß r = nd: 
717 Sue °3 Hi — 
Iren mi? sein: "aaa 
Da mir die beiven mit dem Faktor d verjehenen 
Glieder, da fie gegen die übrigen verſchwindend Klein 
find, weglaſſen fönnen, fo bleibt: Nauminhalt der Halb- 
IR 


2 R 
fugel = nr? — — zrr?, ſomit der Rauminhalt der 


4 
ganzen Kugel z IT», 
Da wir nun früher gefunden haben, daß der Raum— 
inhalt einer Kugel auch gleid) = - OÖ gefeßt werden Tann, 


wo O die Oberfläche der Kugel beveutet, jo haben wir 
jeßt die Gleichung 


r 4 
BER — — 
) 3 a9, 
und hieraus ergibt ſich die Kugeloberflähe O zu 
3 


end — nu :3 — 4 2 
== "Teint, 
LuE9 


Elfter Vortrag. 


Wir haben beveit3 im ſechſten Vortrage diefes 
Buches die Mittel und Wege kennen gelernt, aus den 
gegebenen Beltimmungsjtüden eines Dreieds die übrigen, 
noch unbejtimmten Teile durch Rechnung zu finden, 
und zwar haben wir als ein foldes Mittel diejenigen 
Beziehungen kennen gelernt, die man die trigonometrifchen 
Funktionen nennt, die nichts anderes find als die feſt— 
jtehenden, ein für allemal berechneten und daher ftets 
als gegeben zu betrachtenden Zahlenverhältniffe, in welchen 
für jeden Winkel, wenn er als Winkel eines rechtwinkligen 
Dreieds betrachtet wird, die Katheten zur Hypotenuſe 
(sinus und cosinus) und die Katheten unter ſich (tangens 
und cotangens) zueinander ſtehen. Dieje Verhältniſſe 
lajjen fih nun aber nicht nur am ebenen, d. 5. dem 
in einer Ebene liegenden Dreied, fondern auch am 
Iphbärifhen oder Kugeldreied, d. 5. einem von 
den Bogen größter Kreiſe einer Kugel begrenzten Teil 
der Kugelfläche betrachten und eröffnen uns daher ein 
weiteres Nechengebiet, auf welchem im befondern Fragen 
und Probleme der mathematifhen Geographie* und der 
Aftronomie ihre Löſung finden fönnen. Wir werden daher, 
nachdem wir die wichtigften Lehrſätze dieſes Teiles der 
Trigonometrie, die man die „ſphäriſche“ nennt, dar— 
gejtellt haben, ein Zahlenbeifpiel vorführen, an dem unfere 





* Freunden biejes Bmeiges der angewandten Mathematik fei die 
„Mathematijhe Geographie” von Dr. H. P. Baum (Bd. 7 der 
Samml. Köfel) beſtens empfohlen! 
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Lefer die Anwendung diefer Sätze und ihre Bedeutung 
für die rechnerifhe Praxis ermefjen können. 


35. Sphäriiche Trigonometrie. 


Die Schnittlinie einer Kugel mit einer Ebene ijt 
jtets ein Kreis. Geht die fchneidende Ebene durch den 
Kugelmittelpunft, fo ift die Schnittfigur ein Kreis, der den 
Kugelhalbmefjer zum Radius hat — ein „größter Kreis. 


Drei durch den Kugelmittelpunkt gehende, gegen— 
einander geneigte Ebenen jchneiden aus der Kugelober- 
fläche eine Figur aus, die man ein „Iphärifches Dreied“ 
nennt, Nimmt man den Radius der Kugel als Rech— 
nungseinheit an, fo find die Bogen a, b, ec, die man 
die „Seiten“ des ſphäriſchen Dreiecks nennt, zugleich 
das Bogenmaß der betreffenden Zentriminfel. Werden 
in einem Schnittpunft zweier Bogenſeiten (A) an die 
Bogen Tangenten gezogen (die alfo auf dem Radius 
ſenkrecht ftehen), fo bilden diefe Tangenten die „Winkel“ 
des Dreieds, 3. B. den der Seite a gegenüberliegenden 
Winkel 4. Nennt man ferner die den Geiten b und c 
gegenüberliegenden Winkel 4 und y, jo finden zwischen 
den Bogenfeiten und den „Winkeln“ des ſphäriſchen 
Dreieds folgende Beziehungen Statt. 

Es ift zunächſt nach der Annahme: 

” : 4)MA=MB=MC=1. Um 


Fig 90. nach der Figur: 
RN O)tgb=AD:MA=AD:1=AD. 
HIN D (3)eesb=MA:MD=1:MD. 
B — (Ytge =AE:MA=AE:1=AHR, 
5 (6) cose=MA:ME=1:ME. 


Aus den Dreiecken MED und AED ift nun nad) 
dem Coſinusſatz 
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einerfeit3 (I) DE?=ME?--MD?— ?ME - MD- cosaund 
andrerjeit3 (II) DE?= AE?+AD? — 2AE - AD: cos, 
oder, wenn man für die Größen ME, MD :c. die aus 
den Sleigungen (2) bis (5) 14 Werte einjebt: 
1 cos a 
an cos?e ER cose N 
(ID DE? = tg?e + tg?b — 2tge - tgb - cose. 
Gebt man nun aus (I) und (II) die Werte von 
DE? einander gleich, fo erhält man 
1 1 Acosar SF sin?ch, .em&h 
Co "dose. cosb cos’e | cos?b 
2sine sınb 
cose cosb 
1 —sin?e ,» 1-—sin?b ?2cosa—?2sınb : sine : cos« 


Cosa oder ' 




















cos?c cos?b cosb cosc 
—= (0 oder 
cos?e | cos?b U h sine cosa) _ 9— 
cos?c cos?b cosb cosc 
ge 2 (cosa— sinb sine cos«.) 





eoshidose —, und hieraus tft 


(III) cosa = cosb cosc —+ sinb sine coso, 

Auf diefelbe Art würde man nun auch finden (was fid) 
übrigens ſchon aus Gründen der Analogie einfehen läßt): 
(IV) cosb = cosa cose-+-sina since cosf, 

(V) cose = cosa cosb-- sina sinb cosy. 

Aus (II) und (IV) oder auch aus (III) und (V) 
lafjen fih nun folgende fehr einfache weitere Beziehungen 
ableiten: Wenn man nämli aus (II) und (IV) alle 
c eliminiert, fo ergibt ſich eine dem Sinusſatz der ebenen 
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Trigonometrie analoge Beziehung zwiſchen a,b, « und £. 
Zum Zwecke diefer Elimination bilden wir zunädjt aus 
(II) und (IV): 
cosa— cosbcosc sinbsinecos« sinbcos« R 
cosb — cosacose sinasine cosß sina- cosß 
cosasinacosß — cosb cosc sina cosß = sinb cosa cosb 
— cosa cosc sinb cos«a oder (cosa sinb cos « 
— cosb sina cos f) cosce = sin b cos « cos b 
— cos a sina cos ß und hieraus: 

te: sinb cosb COS — sina cosa cosß 

cosa sinb cos@« — cosb sina cosß 

Ebenſo folgt aus (III) und (IV): 
cosa — sinb since cos« cosbcosc cosb 
cosb — sina sine cosf Scosa cose Cosa Bi 


cos?a—cosasinb sine cosa=cos?b--cosbsinasinecosf, 
und hieraus ift: 


ers cosa sinb cos« — sina cosb cosß- 
Nach der Formel sin?e — cos?c = 1 iſt alfo jest aus 
(VI) und (VII) 
(cos?a—-cos*b)?+(sinbcosbcosa-sinacosacosß)? f 

(cosa sinb coso — cosb sina cosf)* 

und hieraus wird durch Ausmultiplizieren und Vereinfaden: 
(cos?a-cos?b)?+ sin?b cos?b cos?« + sin?a cos?a cos*£ 
— cos?a sin?b cos?« + cos?b sin?a cos? oder: 
(cos?a — cos?b)? — (cos?a — cos?b) sin?b cos?« 
+ (cos?a — cos?b) sin®a cos?? = 0 oder durd) 
cos?a — cos?b dividiert: 
cos?a — cos?b — sin?b cos?o 4 sin?a cos?# — 0 oder: 








cos?a — cos?b 


’ 
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1 — sin?a — 1—- sin?b — sin?b + sin?b sin?« - sin?a 
— sin?a sin?? — 0, was vereinfacht 
sin?b sin’« — sin?a sin??? — O ergibt, oder: 
sinb sin« = sina sinf oder: 
sina sin“ 
sinb sin" 
Sp findet man aud: 
sinb sin 
sine siny 
und aus diefen zwei Gleihungen durch Multiplizieren 
derjelben miteinander: 
sina  sin« 


— — 





sine siny' 

Nechenbeifpiel: Die Entfernung bes Städte (1) 
Paris und Wien und (2) Berlin und Wien aus nad: 
ftehenden Zahlen zu berechnen: 

Geographiihe Breite von Paris: a De Unterfchted 
der geographiihen Längen: B.-W. : 

Geographiſche Breite von Berlin: ac Unterfchied 
der geographiihen Längen B.-W. 3°, 

Geographifche Breite von Wien: 48012’; 

Sit CD der Erdäquator, A Agsı 
der eine, B der andere Ort, 
jo ift, wie man leicht ein- 
fieht, Ko nichts anderes al3 
der zwiſchen Erbmittelpunit 
und den Bunften C und D 
des Aequators gebildete Winkel 
CMD, d.h. nicht anderes als 
die Differenz der „geogra= 
philhen Längen“, CD. Es 
names = 140) 
und für (2): a = 3°, 

Schufter, Mathematik. (©. K 10 
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Nah Formel (TIT) tft alfo unmittelbar, wenn der 
Bogen AB — die gefuchte Entfernung — — a gejeßt wird: 
cosa = cosb - cosc + sinb - since - coso. 

b ift aber nicht8 anderes al$ PC — AC, wenn P 
den Erdpol bedeutet, = 90° — geogr. Breite von A, 
und ce ijt nichts andere® a8 PC — BD, d. i. 90° 
— geogr, Breite von B. Iſt aus cosa, a in Graben 
berechnet, fo ergibt fih Die mwirklihe Länge der Ent- 
fernung AB aus folgendem Zweiſatz, wenn r den Erd- 
radius bedeutet: 
dem Mintel von 360° entfpricht ein Bogen von 2rrr Länge, 
19 Ir 
360 
2 " —8 " „ ir wire 
180 
r ift in Zahlen ausgevrüdt — 860 geogr. Meilen. Durd) 
Einführung diefer Zahlenwerte ergibt fich mit Zuhilfenahme 
einer trigonometrifhen Tabelle oder Logarithmentafel für 
Aufgabe (1) als Löfung 140,59, für (2) : 70,59 geogr. 
Meilen. 


n " „ u " n 





a 


Zwölfter Vorfrag. 





In den vorftehenden elf Borträgen haben wir nun 
die wichtigsten Sätze der elementaren Mathematik, wenn 
auch in gedrängter, jo doch, wie wir hoffen, in allgemein 
verftändliher Weife vorgeführt. Was wir im nachſtehen— 
den noch aus der „Analytiihen Geometrie der Ebene“ 
vorführen, kann dagegen nicht mehr als einen orientieren- 
ven Einblid in dieſes Wifjensgebiet gewähren. Da ſich 
aber die hier vorgeführten Probleme auch mitteld der 
elementaren Nechenmethoden, die wir bis jebt kennen 
gelernt haben, löſen lafjen, konnten wir es uns nidt 
verjagen, auch in diefes Gebiet unfern Leſern einen Ein- 
blick zu verschaffen. 


36. Hnalytiihe Geometrie der Ebene, Das Koor- 
dinateniyitern, 


Die Lage eines Punktes in einer Ebene in Bezug 
auf einen andern, als gegeben zu betradtenden feiten 
Punkt einer ebenfalls in diefer Ebene liegenden Ge— 
raden XX tft jedenfall3 unzweideutig bejtimmt 

1. entweder durch die Länge ber Geraden o, die 
den Punkt P mit dem ge Myu52 Y p 
gebenen Punkt O verbindet, % | ua ly x 
und den Winfel p, den dieſe — 
Verbindungslinie mit der X-Achſe bildet. Dieſe Be— 
ſtimmungsſtücke nennt man „Polarkoordinaten“; oder: 

1185 
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2. dur) die Länge des Lotes y, da3 man von 
dem Punkte P auf die X-Achſe fällt, und die Länge der 
Strede x, die der Fußpunkt des Lotes y auf der X-Achſe, 
vom Punkte O aus gemefjen, abjchneidet. ; Man nennt 
dann das Beltimmungsftüd y die „Ordinate, den 
Abſchnitt x die „Abſziſſe“ des Punktes, eine auf der 
X-Achſe im Punkte O errichtete Senkrechte Y die Ordi— 
natenare, die X-Achſe felbft die Abfziffenare und den 
Punkt O den Koordinatenanfang oder Koordinatenurfprung. 
Smmerhin bliebe bei diefer Beitimmung die Unbeftimmtheit 

Mg y beitehen, ob mit dem 

Punkte, mit den ge 
gebenen Koordinaten x 
und y ein Bunkt rechts 
x über O (P,), lin!s über 
demfelben (P,), links 
unter demfelben (P;) 
oder recht? unter dem— 
jelben (P,) gemeint fein 
fol. Um diefe Unbeftimmtheit zu beheben, betrachtet man 
den Flähenraum als durch die Koordinatenaren in die 
„Duadranten“ I, II, III und IV geteilt und bezeichnet 
die Koordinaten im I. Duadranten mit + x, + y, im 
II. mit — x, + y, im II. mit — x, — y.und im IV. 
mt 4x, — y. 





37. Die Gleictung der Geraden. 


Hiernach läßt fih nun die Gefamtheit aller Punkte 
einer gefebmäßig gebildeten Linie, als welde 4. B. auch 
die gerade Linie zu betrachten ift, durch eine Gleihung 
ausdrüden. Iſt 3. B. von einer Geraden auch nur be 
fannt, unter weldem Winkel (d) fie die X-Achſe ſchneidet 


Gleichung der Geraden und des Freifes. 149 


und wie groß die GStrede 
ift, die fie beiihrem Durch= 
gang durch die Y-Are von 
diefer abſchneidet (ec), fo 
erhalten wir aus neben» „ 
jtehender Figur fofort als * 
Öleihung der Geraden: | 


—— 


Fig. 5%. 





—— tgo oder 


y=xtge-+c 
Wie man fieht, bleibt diefe Oleichung beftehen, man 
mag den Punkt P auf der Geraden nad oben oder nad 
unten verfchieben, d. h. die Öleihung gilt für jeden 
Punkt der Geraden und heißt deshalb die Gleihung der 
Geraden jelbit. 


38, Die Sleichung des Kreiles. 


Hat ein Kreis vom Radius r eine foldhe Lage zum 
Koordinatenurfprung O, daß die Ordinate feines Mittel: 
punkts — b, die Abfzifje 
desſelben = a ilt, jo hat 
man, wie fofort aus der 
nebenjtehenden Figur zu 
eriennen tft, nach dem 
pythagoreifhen Satze Die 
Gleichung: 

x-a)? +{y—b)?=1?. 

Liegt der Punkt C auf 
der X-Achſe, fo wird b = O, und die Öleihung lautet 
einfach: 





ae yar?, 
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Liegt der Punkt C auf der V-Achſe, fo wird a = 0 
und die Gleichung lautet: 

x? +(y—b? =: 

Fällt endlich der Kreismittelpunft mit dem Koordinaten 
urſprung zufammen, jo wird ſowohl a— VDabaudb= O0, 
und bie „Mittelpunftsgleichung” des Kreifes lautet alfo: 

xy =r, 

Wie wir weiter fehen werden, kann der Kreis als 
Ipezieller Fall einer andern Kurve (Frummen Linie), näm— 
lih der Ellipfe betrachtet werden, fo daß die obigen 
Gleichungen dur fpezielle Annahmen ſich wieder aus der 
allgemeinen Gleichung der Ellipfe ergeben müſſen. 


39. Die Kegelichnitte. 


Wird die Mantelfläche eines Kreisfegeld durch eine 
Ebene fo gefhnitten, daß der Schnitt durch zwei ſich 
diametral gegenüberliegende Seiten: 
linien s, und s, geht, jo entfteht 
auf dem SKegelmantel eine Schnitt— 
linie, die man die Ellipfe nennt. 
Sit die Schnittfläche dagegen |] zu 
einer Geitenlinie des Kegels — bier 
zu 8, — ſo heißt die Schnittlinie 
eine Barabel, Wird nun die 
Echnittebene weiter gedreht, jo wird 
diefelbe nun auch einen zweiten, mit 
dem angenommenen Kegel Fongruent 
gebildeten und ihn in der Spitze be— 
rührenden, fchneiden, und es entiteht 
nun eine krumme Linie, die aus zwei 
getrennten „Weiten“ HPH, H’PH‘ 
befteht und die man eine Hyperbel 
nennt, Neben der oben angenommenen 
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Entjtehungsart diefer drei Kurven bejtehen nun aber auch 
nod andere: jo entjteht 3. B. die Ellipfe auch dadurd, 
daß man eine Gerade AB ſich fo bewegt denkt, daß der 
eine Endpunkt derjelben, A, bei der Bewegung ſtets 
auf der Y-Achje, der andere, 
B, auf der X-Achſe bleibt, 
jo daß eine jolche, durch Die 
Verſchiebung der Geraden ent- 
ſtehende Lage derfelben durch 
die Bunfte A‘, P’, B’ be 
zeichnet wird. Bezeichnen wir ; 
nun die Länge AB furz mit 
l, die feite Entfernung des 
bie Ellipfe zeihnenden Punktes p von A mit d, fo ift 
leicht erfichtlih, daß zwifchen den Beftimmungsftüden I 
und d und den Koordinaten x und y des Punktes P, 
für alle möglihen Lagen, d. 5. mit andern Worten für 
alle Punkte der Ellipfe, wegen der Ähnlichkeit der in 
der Figur fi zeigenden Dreiede die Beziehung be- 
jtehen muß: 

d:1=x:B0; d:[= (AQO-y): er und ferner ift: 

BO?2.+ AO? = 

Setzt man nun die au den — erſten Gleichungen 


für AO und BO ſich ergebenden Werte: AO I. 


und BO - = in die dritte dieſer Gleichungen ein, fo 





erhält man: k 
[2x2 1a am Wels 
28 A. d)? —= |? oder 
x2 2. 


d? a 
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Die Strecke d heißt in diefem Falle die große, Die 
Strede I— d die Heine Halbachfe der Ellipfe. Denkt 
man fih nämlich nacheinander die die Ellipfe erzeugende 
Strede AB in eine ſolche Lage gebracht, daß der Punkt 


Fig. 58. p 





B mit O zufammenfällt, fo hat damit der Punkt A feine 
höchſte Lage erreicht, und die Halbachſe b kann alſo auch 
betrachtet werden al3 die Ordinate eines Ellipfenpunftes 
mit der Abfziffe x — O und der Ordinate 1 —d=b. 
Es wird aud tatfählih für x = O die obige Gleichung 

—* 
zu am I 1, woraus y= +(l—d)= + b folgt. 
Aus diefer Gleihung erfehen wir nun fofort, daß aud 
unterhalb des Kordinatenanfangs O in der Entfernung 
b, d. i. — b, ein Punkt der Ellipfe ſich befindet. Durch 
eine analoge Betradhtung gelangen wir zum Begriffe der 
großen Halbadhfe a, und auch hier entſpricht ſowohl 
dem Werte x — a als udx = — a je ein Punft 
der Ellipſe. 

Für den ſpeziellen Fall, daß der die Ellipſe er— 
zeugende Punkt P gerade in der Mitte von 1 liegt, d. h. 
daß d= #1 ift, wird Öleihung (1) zu 
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2 2 2 
X X 
— 1 oder u 


y* 
De) mW 
a 02 w 2 
Bergleiht man dieje Oleichung mit der im vorigen Artikel 
für den Kreis gefundenen, fo gewahrt man, daß fie mit 


derjelben übereinftimmt, fobald man — mit r iventifiziert: 


die Ellipje ift in einen Kreis übergegangen, der Kreis 
daher ein fpezieller Fall der Ellipfe. 


Um eine Ellipfe aus den als gegeben zu betrachten: 
den beiven Halbachſen a und b zu konſtruieren, befchreiben 
wir mit diefen Streden ald Halbmeffer zwei fonzentrifche 
Kreife. Berbindet man dann einen beliebigen Peripherie— 
punlt P reſp. P’ eines der beiden Kreife mit dem 
Kreigmittelpuntt O und zieht von P und P’ aus Parallele 
zur X- und zur V-Achſe, fo iſt der Schnittpunft A der 
beiden Senkrechten ein Punkt der gefuchten Ellipfe, Nach 
der Figur ift dann nämlich: 


Fig. 59 y y:b= Va? —x? :a ober 


a?y? = b?(a? — x?) oder 
b?x?2+a?y?=a?b? oder 


x2 y? 


und dies ift wieder bie 
Gleichung einer Ellipfe mit 
den Halbachſen a und b. 

E Erridtet man über 
einer Ellipfe einen Kreis vom Radius a und von einem 
beliebigen Punkte der großen Achſe eine Senkrechte, fo 
wird dadurch fomohl die Ellipfe als der Kreis in Punkten 
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E geſchnitten, 
ern —— ae welche diefelbe 
2. J Abſziſſe x, aber 
* 6 x verschiedene Or— 
. nd pinaten haben. 


Zu 







Bezeichnet man 
die Orbinate 
\ des Ellipſen⸗ 
— punktes mit y, 
die des Kreis— 

—* „punktes mit Y, 

ſo gelten fomit 
die Öleihungen 


— —— 
— 


S 





dh 


2 2 
a lm Hy Zar 


Setzt man nun aus beiden Gleichungen die Werte 
von x? einander gleich, jo erhält man: 


y? a2 
a1 — 7— =a? — Y? oder 7; y?= Y?, woraus 


J 

folgt, d. h. die Ordinaten der beiden Punkte verhalten 
ſich wie die kleine zur großen Halbachſe der Ellipſe. 
Diefe Beziehung nun kann man dazu benützen, um den 
Inhalt einer Ellipfenflähe zu berechnen. Teilt man 
nämlih die große Achfe in unbeſchränkt viele Streifen 
von der Breite d, fo wird der Inhalt des der Ellipfe 
angehörigen Flächenelementes f = y - d, da8 Flächen: 

Te 
element des Kreifes F=Y 0. €3 it alfo 555 
22, d. h. die Flächenelemente der Ellipſe und 
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des Kreife8 mit dem Radius a verhalten ji) wie die 
Heine Achfe der Ellipfe zur großen. Es verhält fich ſo— 
mit auch der Inhalt des ganzen Kreisquadranten ODBE 
zu dem des Cllipfengquadranten ODAG wie a zu b. 


2 
Nun iſt aber der Inhalt des Kreisquadranten = — 


wenn man alſo den Flächeninhalt des Ellipſenquadranten 
mit Q bezeichnet, fo tft: 


u — itder 9 | 
—— — und ſomit der Inhalt der ganzen 


Ellipſenfläche = zab. 

Schneidet man vom Ellipfenpunft A aus (für welden 
x=0 und y=b ift) mittel eines Kreiſes vom Halb- 
meſſer a die X⸗ 
Achſe, jo nennt 
man die beiden 

entitandenen 
SchnittpunfteF, 

und F, die 
Brennpuntte 
der Ellipfe, Diefe 
Brennpunkte der 
Ellipſe haben u. a. 
die Eigentümlichkeit, daß die Summe der „Fahrſtrahlen“ 
PF, = f, und PF, = f, ftet3 zur Summe die doppelte 
Halbachſe, alfo 2a ergeben. Die Entfernung der Brenn- 
punfte vom Ellipfenmittelpunft OF, = OF, = e nennt man 
die Erzentrizität der Ellipfe. Nach der Figur ift nämlich: 

e? =a? —b?, der b? te? =af, 


f, =yy® + (e +x)2, 
-yyto—ar. 
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2(a2 _yx2 
Da aber aus der Öleihung der Ellipfe y? = — 


folgt, ſo erhält man durch Einſetzung dieſes Wertes in 
die beiden vorſtehenden Gleichungen: 

. _ VYb@—xd)+ate+x)? 

= 1-0 E22 Fe 


a 


Va?(b?-+e?) + (a? — b?)x? + 2a®ex 


a 
Iya- a? + e?x? + 2a?ex 
® a 
43 ar) 2 
_V Tex)" 0 2 2a 002 en 
a a 
EV Rd ET 
an a 
je Va?(b? te) + (ar — b?)x?— 2alex 
% a 
N a? + ex? — 2a?ex 
J a 
J BT — 
— _ ar —ox somit if 
a 
Ir +ß — an as aa. VER EN — 2a. 
a a 


Befeftigt man alfo in zwei feiten Punkten F, und 
F, eine Schnur von der Länge 2a und fpannt diefelbe 
dadurch ftraff, daß man einen Stift gegen die innere 
Seite der Schnur drüdt, fo bejchreibt die Spitze des 
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Stifts bei ihrer Bewegung eine Cuipſe Die Gleichung 
82 — — a2 — 

beſagt auch, daß für den Kreis die beiden Brennpunkte 

zuſammenfallen, und zwar mit dem Kreismittelpunkte, denn 

da für den Kreis a=b=r iſt, ſo wird e — 7 —r? 

u bu. ba 





Schneidet eine Gerade eine Ellipfe in den zwei Punkten 
A und B, deren Koordinaten — x,, Yır — Xa, Ya heißen 
mögen, fo iſt alfo, wenn die Gerade mit der X-Achfe den 
Winkel « bildet, Eisler nach der Gleichung der Geraden: 
y=x-tga-t c, 
in bezug auf je Bunte Ar 
= — x -tga-+t ec, 
und in bezug ah Punkt B: 
Yy=—x,:'tga-+c. 
Gubtrahiert man alfo- die obere Gleihung von der 
untern, fo erhält man 
y-ı=-Wtgetntge= (x — x) tgo, 
und hieraus iſt 
——— 


X] — X2 


tgo — 
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Da die Punkte A und B aber auch Punkte einer Ellipfe 
2 2 
find, fo gilt für fie auch die Gleichung * ai An — 


aus welcher 
V 2 2 
y- a a° — x 


folgt; e3 ift alfo fpeziell auch: 
b 


b 


a 
TER 
a 1 


Set man nun diefen Wert in die Gleichung für tga 
ein, jo erhält man: 





b 2 2 2 2 
a 
tga = ——— e — 


oder, wenn man Bähler und Nenner dieſes Bruches mit 
(Va? — x? + Ya? —x,?) multipliziert: 
[at (a —x?)] 
tga = MEHRERE 3 
(X — 2%) Va? ui Va? a2 
w. DR — u) 
a(Xı —X%;) (Va? — 2” +Va? —— 
b(x, +%) 


ala Var x?) 
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Rüdt nun der Punkt B immer näher zum Punkte A, 
jo wird fih auch der Wert von x, immer mehr dem 
Werte x,, der Wert von y, immer mehr dem Werte 
von y, nähern und für den Fall, daß die Punkte A und B 
zufammenfallen, wird x, = x, (oder allgemein = x), 
yı = Ya (oder allgemein = y), während die Gerade, 
die vorher die Ellipfe in zwei Punkten gefchnitten hat, 
nunmehr zur Berührungslinie oder Tangente des Punktes 
A, B geworden iſt. Für diefen Fall wird alfo die 
Gleichung für tga zu: | 

— bx 
2ayaa— x? aya Br 


was fih auch ſchreiben läßt, da aus der Gleichung 


b 
eo > 2 
y=-Ya —x 


see 
Va x folgt: tga = Ban: 


b 
Iſt nun ferner in obenftehender Figur: AS_LT, fo ift 


tga = 
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b?x b?x 
BS E y-= tgo = ady oder BS = — 
Ferner iſt die Strecke 
b?x a? — b2 e? 
SO —— 


2 
Es iſt daher bie Strecke m = e — 80 = e— 5%, 


2 
und die Streden=e+ SO =e+ — 


alfo it das Verhältnis der Strecken m und n zueinander: 


eX GX 
nn 


— (a? —ex):a?®-+ ex) 
Wir haben aber bereit3 gefunden: 


f, RE RA, f; Te * 
a a 
fo daß alfo (a? —ex): (a? ex) =f, :f. 
Mit Bezug auf das oben gefundene Verhältnis von 
m zu n, tft alfo aud) 
Ins I see 
In dem Dreied ASF, iſt aber nun: 
f,.: m = sind, sına, 
und im Dreied ASF, : 
fi in = sin (180 — 0) : siny = sind : siny, 
fomit, wenn man die untere Öleichung durch Die obere 
dividiert: 
f,m!nf, = sin: siny. 
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Nun iſt aber nad der vorjtehend gefundenen Pro— 
portonm:n = f, :f, oder 

Den, om minf, =’, Daher 

sin : siny = 1, und damit $ = y. 

Die „Normale" AS — wie eine auf der Tangente im 
Berührungspunft ſenkrechte Gerade genannt wird — 
halbiert alfo den von den beiden Fahrſtrahlen einge— 
ſchloſſenen Winkel. Hieraus läßt ſich nun auch folgende 
phyſikaliſche Erſcheinung erklären: Lichtjtrahlen werden von 
jpiegelnden Flächen fo zurüdgeworfen, daß der zurüd- 
geworfene Strahl mit der Senkrechten, welche man auf 
dem vom Strahle getroffenen Punkt des Spiegelö er: 
richtet, den gleichen Winkel bildet wie der urjprüngliche 
Strahl, nur nad) der andern Seite hin. Gtellt man da= 
ber in einen elliptiichen Hohlſpiegel (den wir uns durd) 
Notation der Ellipfe um die X-Achſe entitanden denken 
fönnen) in F, over F, ein Licht auf, fo werden ſämt— 
liche Lichtftrahlen (auch Wärmeftrahlen und Schallmellen) 
nad) F, Ri F, refleftiert. Aus diefem Grunde nennt 
man auch F, und F, die Brennpunkte der Ellipfe, 


Wie jchon oben bei der Definition der hier zur 
Unterfuhung gelangenden Kurven Ellipje, Hyperbel und 
Parabel als Kegelſchnitte zu erjehen war, iſt die 
als Barabel bezeichnete krumme Linie nichts anderes 
als ein Schnitt durch einen Kreisfegelmantel, der fo ge: 
führt wird, daß die Schnittebene zu einer Seite des 
Kegelmantel3 parallel iſt. Hieraus folgt ohne weiteres, 
daß die durch dieſen Schnitt entitehende Kurve fich nirgend3 
wieder jchließen Fann, oder mit andern Worten: Die 
Parabel kann betrachtet werden ala eine Ellipfe mit un: 
endlich großen Halbachſen. Um die Gleichung der Parabel 
aufzuftellen, fönnen wir alfo von der Gleichung der Ellipfe 

Schuſter, Mathematil. (©. K.) 11 
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ausgehen, nur müſſen wir dieſe 
Ellipfe auf ein Koordinatenſyſtem 
beziehen, das nicht in der Ent— 
fernung a = oo vom „Scheitel” 
S der Kurve liegt, fondern etwa 
in dieſem Scheitelpunft felbit. 
Menn wir dann alfo die El— 
lipfengleichung 
AU? ya 





benügen und hier nun, wie die Figur ergibt, a — x an 
Stelle von AO ſchreiben, R, erhalten wir: 


(RN YA 0 
EMI N “2 
F ⸗4 or oder - * ur 43 
was ſich zu 
x? —Nlax Yy? — 2ax 
A ae Er x 
mer er oder = >: +5 01) 


reduziert, Die gerade Strede, welche zwifchen den Schnitt: 
punften M und N einer im Brennpunft F auf die 
X-Achſe errichteten Senkrechten liegt, nennt man den 

— Parameter eines SKegel- 
— ſchnities. Wird nun ME=FN 
mit p (Halbparameter) be- 
zeichnet, die zugehörige Abſziſſe 
OF mit q, fo wird für die 
Kurvenpunkte M und N Gleiche 

| ung (1) zu: 

q? — ?2agq er DI u 


a 


; 2 b? 
Nr und aus diefer Gleichung folgt: 
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aan? 
zen — 
p 2aq —q? 
Setzt man diefen Wert von b? in Gleichung (1) 
ein, jo wird dieſe zu: 





en Dax 


(?2ag— q?)y? 
TRARTTREIU Di — (0 oder 





a2 
at ie I, =0. 

Set man nun in diefer Gleidung a= », fo 
werden die Brüche = und ar wegen des unendlich großen 
Nenners bei endlich großem Zähler zu Null, und obige 
Öleihung wird daher einfach zu: 


x+Iyp=-0 ober es ifty? = (2) 
— p2 ? ‚ 7 Ta = 


Da nun nad einer früher angeltellten Betrachtung 
der eine von den Brennpunften — nad unferer Figur 
alfo FR — in unendliher Entfernung vom Scheitel O der 
Parabel liegt, fo 
wird der nach dieſem 

DBrennpunfte 
führende Fahritrahl 
f, notwendig paral- 
lel zur X=Uchje 
liegen, da er nur 
in dieſer Richtung 
die X-Achſe in un— 


endlicher Entfernung 
| Schneiden fann. Ein 
paraboliſch geſchlif— 


Js 
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fener Hohlipiegel wird alfo z. B. die Strahlen einer in 
F, aufgeftellten Zampe alle unter fih parallel, alfo in 
der Nichtung von f,, zurüdwerfen (Scheinwerfer), und 
umgefehrt werden 3. B. die Sonnenftrahlen, die wegen 
der außerordentlich großen Entfernung, aus welder fie 
fommen, als unter ſich parallel betrachtet werden fünnen, 
wenn fie in der Richtung der X-Achfe auf die innere 
Oberfläche des Spiegels treffen, alle nah dem Brenn- 
punkt F, hin refleftiert werden. 

Mie nun aus der Figur erfichtlih ift, muß 

X BAF, +? =1R Sem Es ift aber auch: 

a+f=1R, 

und fomit auch Winfel BAF, = «, daher 

S AR,C=a+ << BAR, — oe Da 








iſt 2tgo 
+ mer — 2 — Eon... 
ed ilt alfo y: (x g) tg 2 ' =: 
2 — — 
Nah früherem iſt nun aber tga = b > x) 


(wenn auch hier a — x an Stelle von x gejchrieben wird), 
oder, wenn wir in diefer Gleichung den aus Gleichung 
(1) für b? folgenden Wert: 








ady? 
et — 
2ax— x? 
einjegen: 
ng hary? a— x. ylaa) 
er ady (Ra—x)x 


X 
— 
— 
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alfo fr a= o: 
tgu = rn ea 
Sebt man nun diefen Wert von tga in die Öleichung 
ja Malen 
— 1 ta 
ein, fo erhält man: 








a —— 
Der ee ix — g=x (1 Ye 


2 
Spiel fry=p, x q wird alſo: O 9 E — ) 
oder 
0 Dat p 
— —eder ig: = 1, woraus q — —folgt. 
Durch Einſetzung dieſes Wertes in die a (2) 
wird dieſe zu 


2 
—* = oder y? = ?2px. (Gleichung der Parabel.) 


2 
Da nun weiter 16) der Formel 


N ri V px + — 
Ver FL Vk+B +2) -x+43 
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fo ergibt fich folgende einfache Konftruftion einer Parabel 
aus gegebenem Parameter p. Trägt man links und 
D y vehts von dem als Koor— 
Fig.67. dinatenurſprung angenom— 
menen Punkte O auf der 
X-Achſe die Hälfte des 
Halbparameterd, alfo Sp, 
ab, fo erhält man auf der 
rechten Seite im Endpunft 
der Strecke 4p den Brenn: 
punkt F. Errichtet man nun 
* im Endpunkt einer beliebig 
y angenommenen Gtrede x 
eine Senfrechte und ſchneidet 
mit einem Kreisbogen vom Halbmefjer x + 4p von F 
aus diefe Senkrechte, jo entjteht ein Punkt P, der, weil 
für denſelben 





f{=FP=x-14p 
it, ein Parabelpunft fein muß. Die fenkrechten Abjtände 
PA aller Parabelpunfte von einer im Abftand Ip linfs 
von O errichteten Senkrechten DD werden fomit alle 
gleiche Länge mit dem Radius Vektor FP des betreffen- 
den Parabelpunftes haben. Die Senkrechte DD wird 
die Direktrix oder Leitlinie der Parabel genannt, 


Einfah wie die Konftruftion der Parabel ift au 
die der Tangente zu einem gegebenen Punkt dieſer Kurve. 
Nach der vorlegten Figur tft nämlich) 





ar‘ Er 
I ED BL Br 


Nah Gleichung (3) ift aber 
iga = y:?x, 


» 
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fomit alfo 


— —— 
OB-+x 2x 
wonad aljo OB = x gemadht werden muß. Verbindet 
man den hiernach gefundenen Punkt B mit dem Parabel: 
punkt A, jo hat man in der Geraden BA die Tangente 
des Barabelpunftes, Y 
Teilt man die Ordinate 
eines Barabelpunftes P in 
eine unbejchränfte Zahl n fehr 
feiner Teile, deren jeder die 
Größe Ö hat, fo wird man 
jeden der Schraffierten Streifen "9 
als ein Rechteck betrachten 
können, deſſen Inhalt ſomit 
xO iſt. Es find alſo die 
Koordinaten für den dem 





——⏑—⏑— 


Aa 











— ea 0 
Ba ne 
ea A 5 2208 
2 7 „ " „y=2J, RT 2p 
y2 3202 
— " " a, 2p 
„ " " " 
" " " " 
ec " „ M) ; Ar 
y n 
N. " " 7 a 
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Es find alfo die Flächeninhalte der einzelnen Streifen: 





02 03 
x:do= zer, 
252 22 
— 0 = — . 03 
2p 2p 
252 2 
X Ih: — —* 
2p 2p 
x.Jd 
xe.d 
32 ns 
el) ce me — Ns 
x.d Ip N) * 


ſomit die ganze Fläche POV, die zwiſchen der Parabel 
und der Y⸗-Achſe EN 


3 
: tt +50 
un 


Be 


oder, da nah Früherem die Summe der Duadratzahlen 


n(n—+ )Rn+D 


12 + 22432? +,,,1n2 = 6 
_ 2n®?-+3n?+n 
a 

p — an nn 
TER LOT 2p 


n36® _n2ö?2.d nd-62 


bp 4p 12p 











— 
— 
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oder, wenn nd = u geſetzt wird: 
ER u 

ER Ja 2 2 Ye Aha 

J bp  4p 35 12p 


3 2 
Neben ee verihwinden aber die Glieder r d und 


2.02, 


105 - 02 vollitändig, da d fo Klein und dem Werte Null 


fo nahe angenommen werben kann, wie man nur will. 
Es bleibt demnach als inhalt De Fläche POY nur: 


=, 


pP 
oder, da nach der a: 

2pv 
ift, 





Es iſt alfo die von der Parabel und der X- Achſe 
eingeſchloſſene Fläche gleich dem Rechteck PCOY — POY 


uv 2 


Buy nz uv und alfo die Barabelflähe POP, 
4 
das Doppelte hiervon = z uv. 


Die Hyperbel endlich hat die Eigenihaft, daß nicht 
wie bei der Ellipfe die Summe, fondern die Differenz der 
Längen der Fahrjtrahlen für alle Punkte der Kurve eine 
fonftante Größe iſt. Als Gleihung dieſes Kegeljchnittes 
findet man die Beziehung 

x? y?2 
N At 
a2 b? ’ 
doch ſoll auf eine Unterfuhung der bejondern Eigen: 
Ichaften dieſer Kurve hier nicht näher eingegangen werden. 





Buchdruderei der Joſ. Köjel’shen Buchhandlung in Kempten. 


4 Braune, Roman au bi ns bon — Sambrecht 
2.2.80, .508 Getten. Preis Ger, ER 5.-—, in Seinen gebd. M.6— 
Deutſcher ö — — Sambrechts Werke lefen will 

— mit jeiner ganzen eeie dabei: ‚jein muſſen Es ift feine Koſt mit} 
-$ Schlagfahne auf Erdbeeren, Was ba geſagt und erzählt wird, ift 8= 

| woltig und aufrättend, Bir Tehen lebende Menichen und dergefien, daß I 
08 Erzählung Hr Wir Iaflen’ uns erichüttern und binteiß und mit 
tockendein Atem. erleben wir mit, was ba an Liebe und & a, chuld 
and Rene und. Sühne geichtidert wird. ‚Die bochbegabte Dichterin. ‚wird 

4 an noch viel ‚Oro e8, ziefgehenbes, Gewaltiges au jagen. haben. Und I 
 -Fimmer wird et das. 3 eigenacti ehr lt tuolle Gepr räge einer flarfen Indie 

— — an fi tragen. ; 


2a Bosuirdes Zagerng it gar sei 
? ged — 


* du 450. & xx — ir * * 
28 prängfic einf ans | dem friſchen Tebens- 
Er wahren Eindrud unberfünftelt, und — — Fr Daß e8 ben 
>| metften am Ende gar nicht mehr — ſcheint, mas —* tennd Teste. 
4 Rund ih, gieiäfem mit ber en Rare — — ihr unmittel bar 
& entwachſende Run * 3 


Eleg geb. M. 8. ; Berge TIER N * 
Hille ——— Teilfer, * J 
werden dieſem bon Künftlerhand mit reigenben Federzeichnungen auch für I 

— — Buche eg a reine — —— verdanken 


‚Die N Re Roman. Aus: — tafienifchen über» 
er ie tHonM, Bagliardi, Mit en aa chen Einleitung und bem | 
‚Bildniffe Bogazzaros, Aufl ae, Seiten. Eleg geb, M. 4,50: | 


De Ktein wett unfere r Beif. Moman. Einzig — Überfepuug 
ans Den geartenifhen. & arten ‚8. 80, a8 Sa eiten. M.a5l 
Dogagtzzaro ift-ein Herden — einmaleren ein ne * Ei gu 
Ein Dieter vol ei Kraft und ebenfo er Mi Anftlerifcher. 
wie voltetumlich Be SS el RR ru en 


ii raf Lo RR. %o “ ‚eden 
6 fs * — —— 
ſtrationen ge 5.50. — 3 
Een auge erſte Wet Re BER — 
und An f ndig umd fireng ja bar 
RE alla geht an fein gan Ba | 
a & atädtchib F — 
aa en bargeite 
Mit Originali IR f 4 


hung ‚über bie. ieh ie 
unten annte & neiftoolle erfafferin. 
ei un Be — hiter Sargtenntnis das. 
eMaria 34 — en mit geradezu inuflere R 
damaligen Beitverhältniffe, | 





| Fertug der Sof. Asferigen Bingbrabtung. 


Kempten and Eründen. 


ne un nn 


Rochland 


— für alle Gebiete des Wilens, 


der Piteratur und MAunſt 
: Berausgegeben von Hari Muth. EN 
8: Vierteljährfich (drei Hefte) MA, Mr. 480, I 
re BE 


Muth jeit einigen 


Sohren mitfieigen- 
bein Erfolg geleitete 
geitichrift ‚Doche 
land taun auch 
von Ricitlatholllen 
mit Genuß geleſen 
werben. Der Bem 
fafler Betowt fleis 
ba8, was alle Detit« 
ſchen ohne Unter 


ſchied des Belennt⸗ 


ter Sulturfampi im 
Dienſte bes deut⸗ 
ſchen Hoealismus 
führen wie ‚Hoch 
Ianb’, 1. bie ſegens⸗ 
reichen Wirkungen 
beginnen ſich chon 
au zeigen 


Typen geSßrt zu ben meifiger | || 
| MS Tefenen großen Nennen Deutliche 7 

lands Seine Bebe tuug für unfer I 
moderued Geiftesichen iſt arten TE - | 


fannt, Hochland pilegt bormegiie 
Belletxiſtik und beurteilt - "bon 


hoher Warte chriftficher Lebensan- i 
ſchauung aus alle Erfcheinungen 


auf dem Gebiete des Willens, ber 
Literatur und Kunſt mit rußigem, 


ſicherem Blick Die Beiträge find 1, — 
mit ben Namen erfier Autseen ge | 
beit. Die Ausftattung ivaih und I 
gebiegen. Die Hefte euthaltenpräh» I 
tige Kunſtbeilagen —— “ 5 


Weszufintoblätter, Wie 


ZTonäßungen, ‚Ein Heft 198 — — 
Jede Buchhandlung fotie auch der . 


Verlag liefern bag exfie Heft zur 


Einſicht. Beftellungen merben bon = N 
allen Burhhandlungen des mund I, 
Auslandes, ſowie auch bivekt vom: 1. 00% 


ee aaa DERRRER: 








* 


| Bertag der Jof, Mdferfiien Busffanbtung, —— 
(Bu beziehen buch alle Buchhandlungen) 


Enrica von Handel-Mayeiti: 


Neutſtheg Retht and andere Bedigte. | 


8, 8. Auflage. Preis elegant gebunden DU, 3. 
1 Die Berfaflerin, die durch Ihre berühmten Romane — 
mb Varia" und Meinradb Helmpergers benfwürbiges * 
bie ſtaumende Bewunderung der literariſchen Welt auf 
gezogen Het, zeigt auch in dieſem neueſten Werk eine ganz 
heziniiche Begabung für eine objeltive voltstumliche Poeſte 
| Bor allen bie erjte größere Dichtung, die der Sammlung dem 
Ranten I offenbart eine jo vollendete Fähigkeit, den alten 
Boltsballadenton zu treffen, wie fie ähnlich in der deutſchen 
Biteratue noch nicht dageweſen ift. 


Selle und Maria. 
‚Ein Roman aus dem Donaulande 
— 14,15, Tanfend, Ä 
Suzus-Ansgade (zwei Zände) eteg gebunden ZN. 10. 
| Billige (ungekürste) Ausgabe (ein Band) geß MI. &— 
per Annitwart: Hier Hi ein Buch, da? auch von uns als ein 


I Melfterivert anertannt werden barf und dabei ein bulbjaın, vornehm unb 
freigefinntes, a ein wahrhaft ebied Buch. — 
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Meinrad Helmbergers 
deukiwindiges Jahr. 


Kulturhiftoriicher Roman. . 

Elegant gebunden ME. 6.—. 
—— ——— et eriiche | 
Heung, ein Meiftermert birhterlicher Er 
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